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vjET Essai philosophique est le développement 
d'une leçon sur les probabilités , que je donnai 
ett 1795, aux écoles ïiormales où je fus appelé 
comme professeur de Mathématiques avec La- 
grange, par un décret de la Convention nationale. 
J'ai publié depuis peu sur le même sujet , un 
ouvrage ayant pour titre : Théorie analytique 
des Probabilités. Je présente ici, sans le se- 
cours de l'Analyse, les principes et les résultats 
généraux de cette théorie, en les appliquant 
aux questions les plus importantes de la vie, 
qui ne sont en effet , pour la plupart , que des 
problèmes de probabilité. On peut même dire, 
à parler en rigueur, que presque toutes nos 
connaissances ne sont que probables; et dans 
le petit nombre des choses que nous pouvons 
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savoir avec certitude , dans les sciences mathé- 
matiques elles - mêmes , les principaux moyens 
de parvenir à la vérité, l'induction et l'analogie 
se fondent sur les probabilités ; en sorte que le 
système entier des connaissances humaines , se 
rattache à la théorie exposée datis cet essai. On 
y verra sans doute avec intérêt , qu'en ne con- 
sidérant même dans les principes éternels de la 
raison, de la justice et de l'humanité, que les 
chances heureuses qui leur sont constamment 
attachées ; il y a un grand avantage à suivre ces 
principes , et de graves idconvénietis à s'en écar- 
X^ft î teurs chances > comme celles qui sotit fevo- 
t^bles aux loteries, finissant toujours par pre- 
vâloit au milieu des oscillations du hasard. Je 
désit^ que les réfleitiôns répandues dans cet es^ 
igâi > puissent mériter l'attention des philoso- 
phes, et la diriger vers un objet si digne de les 

oôcupet*. 

De la Probabilité. 

Tous les évènemens , ceux mêmes qui par leur 
petitesse, semblent ne pas tenir aux grandes 
k>îs dû la nature , en &ont une suite aussi néet^s- 
saire que les révolutions du soleil. Dans l'igno- 
riâice des liens tfui les unissent au système en- 
tfer de l'uttî^rers, on les ^ fait dépendre des 
calàMS finals, ou du hasard, suivant qu'ils ar- 
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rivaient et se succédaient avec régularité , ou 
sans ordre apparent; mais ces causes imagi- 
naires ont "été successivement reculées avec les 
bornes de nos connaissances;^ et disparaissent 
entièrement devant la saine philosophie ^ qui ne 
voit en ellds^ que l'expression de l'ignorance où 
nous sommes des véritables causes. 

Les évènemens actuels ont, avec les préce- 
dens, une liaison fondée sur le principe évident, 
qu'une chose ne peut pas commencer d'être, 
sans une cause qui la produise. Cet axiome, 
connu sou$ le nom de principe de la raison suf- 
fisante ^ s'étend aux actions mêmes que l'on juge 
indiflGérentcs. \a volonté la jrfius libre ne peut 
sans un motif déterminant, leur donner nais- 
sance; car si toutes les circonstances de deux po- 
sitions étant exactement semblables, elle agissait 
dans l'une et s'abstenait d'agir dans l'autre, son 
choix serait un effet sans cause : elle serait 
alcMis , dit Leibnitz , le hasard aveugle des épi^ 
curiens. L'opinion contraire est une illusion de 
l'espit qui perdant de vue, les raisons fugitives 
du choix de la volonté dans les choses indiffé* 
rentes, se persuade qu'elle s'est déterminée d'elle- 
même et sans motifs. 

Nous devons donc envisager l'état présent de 
J 'univers^ comme l'effet de son état antérieur, 
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et comme la cause de celui qui va suivre. Une 
intelligence qui pour un instant donne , connaî- 
trait toutes les forces dont la nature est animée y 
et la situation respective des êtres qui la compo- 
sent, si d'ailleurs elle était assez vaste pour sou- 
mettre ces données à l'analyse , embrasserait 
dans la même formule les mouvemens des plus 
grands corps de l'univers et ceux du plus léger 
atome : rien ne serait incertain pour elle , et l'a- 
venir comme le passée serait présent à ses yeux. • 
L'esprit humain offre , dans la perfection qu'il a 
su donner à l'Astronomie, une faible esquisse ^ 
de cette intelligence. Ses découvertes en Méca- 
nique et en Géométrie, jointes à celle de la pe- 
santeur universelle , l'ont mis à portée de com- 
prendre dans les mêmes expressions analytiques , 
les états passés et futurs du système du monde. 
En appliquant la même méthode à quelques au- 
tres objets de ses connaissances, il est parvenu 
à ramener à des lois générales , les phénomènes 
observés , et à prévoir ceux que des circonstan- 
ces données doivent faire éclore. Tous ces ef- 
forts dans la recherche de la vérité, tendent à 
le rapprocher sans cesse de l'intelligence que 
nous venons de concevoir, mais dont il restera 
toujours infiniment éloigné. Cette tendance 
propre à l'espèce humaine , est ce qui la rend su-* 
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périeure aux animaux; et ses progrès en ce 
genre, distinguent les nations et les siècles, et 
font leur véritable gloire. 

Rappelons-i^LOus qu'autrefois , et à une époque 
qui n'est pas encore bien reculée y une pluie ou 
une sécheresse extrême, une comète traînant 
après elle une queue fort étendue, les éclipses, 
les aurores boréales et généralement tous les 
phénomènes extraordinaires étaient regardés 
comme autant de signes de la colère céleste. 
On invoquait le ciel pour détourner leur funeste 
influence. On ne le priait point de suspendre le 
cours des planètes et d\i soleil : l'observation 
eut bientôt fait sentir l'inutilité de ces prières. 
Mais comme ces phénomènes arrivant et dispa- 
raissant à de longs intervalles , semblaient con- 
trarier l'ordre de la nature ; on supposait que le 
ciel irrité par les crimes de la terre , les faisait 
naître pour annoncer ses vengeances. Ainsi la 
longue queue de la comète de r456 répandit la 
terreur dans l'Europe , déjà consternée par les 
succès rapides des Turcs qui venaient de ren- 
verser le Bas -Empire. Cet astre, après quatre 
de ses révolutions, a excité parmi nous un in- 
térêt bien différent. La connaissance des lois du 
système du monde , acquise dans cet intervalle, 
avait dissipé les craintes enfantées par Tigno- 
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rance des vr^is rapports de l'homme avec l'unî* 
vers; et Halley ayant reconnu l'identité de 
cette comète, avec celles des années i55i, 1607 
et 1682 f annonça son retour prochain pour la 
fin de 1768 ou le c^nmencement de 1759. Le 
monde savant attendit avec impatience ^ ce re- 
tour qui devait confirmer l'une des {dus grandes 
découvertes que l'on eût faites dans les scien- 
^eês y et accomplir la pfediction de Sénèque , 
lorsqu'il a dit, en parlant de la révolution de ces 
astres qui descendent d'une énorme dîsitanoe : 
« Le jour viendra que par une étude suivie , dje 
^ plusieurs siècles , les choses actuellement ca- 
» cbées paraîtront avec évidence; et la posté- 
» rite s'étonnera que des vérités si diak^es nous 
n meM ^cfaaj^. » Clairàut entreprit alors de 
soumettre à l'analyse, les perturbations que la 
tomète avait éprouvées par l'action des deux 
|>his grosses planètes , Jupiter et Saturne : après 
4'iilimenses calculs , il fixa son prochain passage 
au périhélie, vers le commencement d'avril 1759, 
-ce que l'observation ne tarda pas à vérifier. La 
opégidarité que l'Astronomie nous montre dans 
le mouv^ement des comètes , 9 lieu sans aucun 
4oute , ^ns tous les phénomènes. La courbe 
décrite par une simple molécule d'air ou de va - 
peurs , est réglée d'une manière aussi certaine , 
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que les qrbît^ pl^netaip^^ : U uy a 4? cliffé- 
rences entre elles, que çelW qv'y ?»«* WOtre ig»a- 
rapcç*' 

La probabiUjbé est relatire ^u poiltie ^ cette 
igaoraoçe^ en partie à np^ coanaîssa^cas. Nqw 
sdvow 4}iie sur trois ou un fius grand nombre 
d'ëvènemens^ un seul doit arriver; niAÎs rien ne 
porte à proire que l'un d'^ux arrivera plutôt qw 
les autres* Dani cet état d'indécision ^ il nous est 
impossiMe de prononcer avec certitude sur leur 
arrivée. Q fst cependant probaUe qu'un de ces 
évènçnEiens pris à volonté^ n'arrivera pas; parce 
que nous voyons plusieurs c^ égalameni ppssi** 
Ûes qm e^M^uent sQU^^dstence , tandis qu'un seul 
la £av>prise< 

Lia théorie 4içs bfisards consista fi réduire tous 
les ^vènepsgiens du xoeme gewe^ k un certain 
nombre de ca3 ^gal^ment possibles^ c'estr^-dire^ 
tels que wm^ soyons également indécis sur leur 
existence ; ^t à déterminer le nombre de cas fa-* 
vorablf s à l'événement do^^t on cherche la pro-« 
babilité» Jje rapport de ce nombre à ç^lui de tous 
les cas possibles^ eat la n^sure de cette pro- 
babilité qui n'est ainsi qu'tmç fraction dont le 
numérateur est le nombre des ca^ favorables ^ et 
dont le ;dénomiiMttçur est le nombre de tous les 
cas possibles. 
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La notion précédente de la probabilité sup- 
pose qu'en fusant croitie dans le même rap- 
port, le nombre des cas £siyorables, et celui de 
tons les cas possibles, la probabilité reste la 
même. Pour s'en convaincre, que l'on considère 
deux urnes A et B , dont la première contienne 
quatre boules blanches et deux noires, et dont la 
seconde ne renferme que deux boules blanches 
et une noire. On' peut imaginer les deux boules 
noires de la première urne, attachées à un fil qui 
se rompt au moment ou l'on saisit l'une d'elles 
pour l'extraire , et les quatrç boules blanches 
formant deux systèmes semblables» Toutes les 
chances qui feront saisir l'une des boules du sys- 
tème noir , amèneront une boule' ncnre. Si l'on 
conçoit maintenant que les fils qui unissent les 
boules, ne se rompent point; il est clair que le 
nombre des chances possibles ne changera pas , 
non plus que celui des chances favorables à l'ex- 
traction des boules noires; seulement, on tirera 
de l'urne , deux boules à la fois ; la probabilité 
d'extraire une boule noire de l'urne, sera donc 
la même qu'auparavant. Mais alors, on a évi- 
demment le cas de l'urne B, avec la seule dif- 
férence, que les trois boules de cette dernière 
urne, soient remplacées par trois systèmes de 
deux boules invariablement unies. 
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Quand tous les cas sont favorables à un évé- 
nement^ sa probabilité se change en certitude ^ 
et son expression devient égale à l'unité. Sous 
ce rapport, la certitude et la probabilité sont 
comparables, quoiqu'il y ait une diflférence es- 
sentielle entre les deux états de l'esprit, lors- 
qu'une vérité lui est rigoureusement démontrée , 
ou lorsqu'il aperçoit encore une petite source 
d'erreur, 

' ' Dans les choses qui ne sont que vraisembla- 
bles, la dijOTérence des données que chaque homme 
a sur elles , est une des causes principales de la 
diversité des opinions que l'on voit régner sur 
les mêmes objets. Supposons, par exemple, que 
l'on ait trois urnes A, B, C, dont une ne con- 
tienne que des boules noires, tandis que les deux 
autres ne renferment que des boules blanches : 
on doit tirer une boule de l'urne C , et l'on de- 
mande la probabilité que cette boule sera noire. 
Si l'on ignore quelle est celle des trois urnes, 
qui ne renferme que des boules noires, en sorte 
que l'on n'ait aucune raison de croire qu'elle 
est plutôt C , que B ou A ; ces trois hypothèses 
paraîtront également possibles ; et , comme une 
boule noire ne peut être extraite que dans la 
première hypothèse , la probabilité de l'extraire 
est égale à un tiers. Si l'on sait que l'urne A ne 
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contient que des boules blanches^ l'ind^ision 
ne porte plus alcNrs que sur les urn^s B et C^ et 
la probabilité que la boule extraite do ruma C 
sera noire , est un demi* Enfin, cette probabî* 
lité se change en certitude , si l'on est assuré que 
les urnes A et B ne contiennent que des )m>u1^ 
blanches. 

C'est ainsi que le même &it , récité devant 
une nombreuse assemblée ; obtient divers do- 
grés de croyance , suivant l'étendue des oon* 
naissances des auditeurs! Si l'homme qui le rap* 
porte, en est intimement persuadé, et si, par 
son état ^t par son caractère, il inspire un^ 
grande confiance ; son récit , quelque extraor* 
dinaire qu'il soit, aura, pour les auditeurs 
dépourvus de lumières, le même degré de vrai- 
semblance, qu'un &it ordinaire rapporté par 
le même homme , et ils lui ajouteroiiit une un 
entière. Cependant si quelqu^un d'eux sait quç 
le mêmip fait est rejeté par d'autres hommes 
également respectables , il sera dans 1^ doute ; 
et le Élit sera ji^é faux par les auditeurs éclai- 
rés qui le trouveront contrée , soit à des faits 
bien avérés , soit aux lois immuables de la na- 
ture. 

C'est à l'influence de l'opinion de ceux que la 
multitude juge les plus instruits, et à qui elle a 
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coutume de doimer sa confiance sur les plus im- 
portons objets de la vie ; qu'est due la propaga<- 
tioH de ces erreujs qui y dans les temps d'igno- 
rance , ont couvert la face du monde. La Magie 
et l'Astrologie nous en ofirent deux grands exem- 
ples. Ces eireurs inculquées dès l'enfance^ Sidop^ 
tées sans examen , et n'ayant pour base que la 
croyance universelle , se sont mdntenues pen- 
dant très long - temps ; jusqu'à ce qu'enfin le 
progrès des sdences les ait détruites dans l'es- 
prit des hommes éclairés dont ensuite l'opinion 
les a ftit disparaître cbez le peuple même, par 
le pouvoir de l'imitation et de l'habitude^ qui 
les avait si généralement répandues. Ce pou- 
voir, le plus puissant ressort du mcmde moral , 
^abJit et conserve dans toute une nation, des 
idées entièrement contraires à celles qu'il maiii- 
lienl; ailleurs avec le même empire. Quelle in- 
dttlgeiBce ne devons-no«s donc^pas avoir pour 
les t)piniasts diffîreates des nôtres; puisque cette 
différence ne dépend souvesut que des points de 
vue divers oà les circonstances nous ont placÀ ! 
Éclairons ceux que nous ne jugeons pas suffi- 
sffQunent ins^truits; mais auparavant, examinons 
revirement nos propres opinions , et pesons avec 
ifiiipartialilé leurs prdbaÉbilités respectives. 
La différence des opinions d^nd encore de 
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la manière dont on détermine l'influence des 
données qui sont connues. La théorie des pro- 
babilités tient à des considérations si délicates; 
qu'il n'est pas surprenant qu'avec les mêmes don- 
nées y deux personnes trouvent des résultats dif- 
férens , surtout dans les questions très compli- 
quées. Exposons ici les principes généraux de 
cette Théorie. 

Principes généraux du Calcul des Probabilités. 

!«' Principe. Le premier de ces principes est la définition 
même de la probabilité qui ,■ comme on Fa vu , 
est le rapport du nombre des cas favorables à 
celui de tous les cas possibles. 

il« Principe. Mais cela suppose les divers cas , également 
possibles. S'ils ne le sont pas, on déterminera 
d'abord leurs possibifités respectives dont la 
juste appréciation est un des points les plus dé- 
licats de la théorie des hasards. Alors la proba- 
bilité sera la somme des possibilités de chaque 
cas favorable. Éclaircissons ce principe par un 
exemple. 

Supposons que l'on projette en l'air une pièce 
large et très mince dont les deux grandes faces 
opposées , que nous nommerons croijc et pile-j 
soient parfaitement semblables. Cherchons la 
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probabilité d'amener croix ^ une fois au moins 
en deux coups. Il est clair qu'il peut arriver 
quatre cas également possibles^ savoir, croiooau 
premier et au second coup ; croix au premier 
coup et pile au second ; pile au premier coup et 
croix au second; enfin pile aux deux coups. 
Les trois premiers cas sont favorables à l'événe- 
ment dont on cherche la probabilité qui, par 
conséquent, est égale à |j en sorte qu'il y »a trois 
contre, un à parier que croix arrivera au moins 
une fois en deux cotf{)s. 

On peut ne compter à ce jeu , que trois cas 
différens, savoir : croix au premier coup, ce 
qui dispense d'en jouer un second ; pile au pre-' 
mier coup et croix au second; enfin pile au pre- 
mier et au second côupt Cela réduirait la pro- 
babilité à I, si l'on considérait avec d'Alembert, 
ces trois cas, comme également possibles. Mais 
il est visible que la probabilité d'amener croix 
au premier coup est \ , tandis que celle des deux 
autres cas est :; ; le premier cas étant un événe- 
ment simple qui correspond aux deux évène- 
mens composés , croix au premier et au second 
coup, et croix au premier coup, pile au se- 
cond. Maintenant , si conformément au second 
principe , on ajoute la possibilité j de croix au 
premier coup, à la possibilité \ de pile arri- 
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yant au premier coup et croix au second , on 
aura | pour la probabilité cherchée, ce qui 
s accorde avec ce que Ton trouve dans la sup- 
position où l'on joue les deux coups. Cette sup- 
position ne change point le sort de celui qui pa- 
rie pour cet événement : elle sert seulement à 
réduire les divers cas , à des cas également pos« 
sibles. 
iil« Pnncipe. Un dcs points les plus importans de la Théo- 
rie des Probabilités , et celui qui prête le jdus 
aux illusions , est la manière dont les probabi- 
lités augmentent ou diminuent par leurs com- 
binaisons mutuelles. Si les évènemens sont in- 
dépendans les uns des autfes; la probabilité de 
l'existence de leur ensemble , est le produit de 
leurs probabilités particulières. Ainsi la proba- 
bilité d'amener un as avec un seul dé , étant ud 
sixième j celle d'amener deux as en projetant 
deux dés à la fois , est un trente - sixième. En 
effet» chacune des faces de l'un, pouvant se 
combiner avec les six ilaces de l'autre ; il j a 
trente - six cas également possibles , parmi les^ 
queb un seul donne les deux as. Généralement, 
la probabilité qu'un événement simple dans les 
mêmes circonstances , arrivera de suite , un 
nombre donné de fois , est égale à la probabi- 
lité de cet événement simple, élevée à une puis* 
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sâtice indiquée par ce nombre. Ainsi les puis- 
sances successives d'une fraction moindre que 
Tunitë^ diminuant sans cesse j un événement 
qui dépend d'une suite de probabilités fort gran- 
des , peut devenir extrêmement peu vraisem- 
blable. Supposons qu'un fait nous soit transmis 
par vingt témoins , de manière que le premier 
l'ait transmis au second, le second au troi- 
sième, et ainsi dé suite. Supposons encore que 
ift probabilité de chaque témoignage soit égale 
à ^ : celle du fait , résultante des témoignages , 
sera moindre qu'un huitième. On ne peut mieux 
comparer cette diminution de la probabilité, 
qtfk Vextincii^n de la clarté des objets, par l'in- 
terposition de plusieurs morceaux de verre j un 
nombre de morceaux peu considérable , suffi- 
Stttlt pour dérober la vue d'un objet qu'im seul 
morceau laisse apercevoir d'une manière dis- 
tincte. Les historiens ne paraissent pas avoir fait 
É^e d'attention à cette dégradation de la pro- 
babilité des faits , lorsqu'ils sont vus à travers 
ùïi gtand notnbte de générations sucfcessives : 
jplusieuri évèùcmens historiques, réputés cer- 
tains , sef aient au moins dotiteux, si on les sou- 
ttiettàit à cette épreuve. 

Dans les sciences purement mathématiques , 
les conséquences les plus éloignées participent 
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de la certitude du principe dont elles dérivent^ 
Dans les applications de l'Analyse à la Physique, 
les conséquences ont toute la certitude des £û.ts 
ou des expériences. Mais dans les sciences mo- 
rales^ où chaque conséquence n'est déduite de 
ce qui la précède , que d'une manière yraisem-^ 
blable; quelque probables que soient ces dé- 
ductions^ la chance de l'erreur croit avec leur 
nombre , et finit par surpasser la chance de la 
vérité^ dans les conséquences très éloignées du 
principe. 
IV* Principe. Quand deux évènemens dépendent l'un de 
l'autre , la probabilité de l'événement composé 
est le produit de la probabilité du* premier évé- 
nement , par la probabilité que cet événement 
étant arrivé,, l'autre arrivera. Ainsi, dans le 
cas précédent de trois urnes A, B, C, dont 
deux ne contiennent que des boules blanches 
et dont une ne renferme que des boules noires j 
la probabilité de tirer une boule blanche de 
l'urne C est § ; puisque sur trois urnes , deux ne 
contiennent que des boules de cette couleur. 
Mais lorsqu'on a extrait une boule blanche , de 
l'urne C, l'indécision relative à celle des urnes 
qui ne renferment que des boules noires, ne 
portant plus que sur les urnes A et B ; la pro- 
babilité d'extraire une boule blanche , de lume 
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B est ^ , le produit de f par 7 , ou ~ est donc la 
probabilité d'extraire à la fois des urnes B et C , 
deux boules blanches. En effet, il est nécessaire 
*pour cela , que l'urne A soit celle des trois ur- 
nes , qui contient des boules noires ; et la pro- 
babilité de ce cas est évidemment \. 

On voit par cet exemple, l'influence des évè- 
nemens passés sur Ja probabilité des évènemens 
futurs. Car la probabilité d'extraire une boule 
blanche • de l'urne B , qui primitivement est f , 
devient ^ , lorsqu'on a extrait une boule blan- 
che de Furne C : elle se changerait en certitude , 
si l'on avait extrait \xne boule noire de la même 
urtie. On déterminera cette influence, au moyen 
du principe suivant qui est un corollaire du pré- 
cédent.* 

Si l'on calcule à priori, la probabilité de l'évè- V* Principe. 
nement arrivé , et la probabilité d'un événement 
composé de celui-ci et d'un autre qu'on attend ; 
la seconde probabilité divisée par la première , 
sera la probabilité de l'événement attendu, tirée 
de l'événement observé. 

Ici se présente la question agitée par quelques 
philosophes , touchant l'influence du passé sur 
la probabilité de l'avenir. Supposons qu'au jeu 
de croix ou pile , croix sort arrivé plus souvent 
que pile : par cela seul , nous serons portés à 
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croire que dans la constitution de la pièce, il 
existe une cause constante qui le favorise. Ainsî^ 
dans la conduite de la vie, le bonheur con- 
stant est une preuve d'habileté , qui doit faire 
employer de préférence les personnes heureuses. 
Mais si par l'instabilité des circonstances , nou& 
sommes ramenés sans cesse , à l'état d'une in- 
gçision absolue; si, par exemple ^ on change 
le pièce à chaque coup, au jeu de croix on 
pile; le passé ne peut répandre auGone lu*- 
mière sur l'avenir, et il serait absurde d'en ter- 
nir compte.^ 
VI* Principe. Chacuue des causes auxquelles un événement 
observé peut être attribué, est, indiquée avtc 
d'autant plus de vraisemblance, qu'il est plus 
probable que cette cause étant supposée exister, 
l'événement aura lieu; la probabilité de l'exi- 
stence d'une quelconque de ces causes , est donc 
une fraction dont le numérateur est la probabi- 
lité de l'événement , résultante de cette cause , 

■m . ' ' 

et dont le dénominateur est la somme des pro- 
babilités semblables relatives à toutes les causes : 
si ces diverses causes considérées à priori^ sont 
«inégalement probables; il faut au lieu de la pro-* 
habilité de l'événement, résultante de chaque 
cause , employer le j^^oduit de cette probabilité, 
par la possibilité de la cause elle-même. C'est le 
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principe fondamental de cette branche de FAna- 
lyse des hasards , qui consiste à remonter dés 
évènemens aux causes. 

Ce principe donne la raison pour laquelle on 
attribue les évènemens réguliers^ à une cause 
particulière. Quelques philosophes ont pensé que 
ces évènemens spnt moins possibles que les au- 
tres, et qu'au jeu de croix. pu pile^ par exenoK 
pie, la combinaisdn dans laquelle croix arrive 
vingt fois de suite , est moins facile à la na- 
ture, que celles où croix et pile sont entremêlés 
d'une façon irrégulière. Mais cette opinion sup- 
pose que les évènemens passés influent sur la 
possibilité des évènemens futurs, ce qui n'est 
point admissible. Les combinaisons régulières 
n'arrivent plus rarement, que parce qu'elles sont 
moins nombreuses. Si nous recherchons une 
cause , là où nous apercevons de la symétrie ; 
ce n'est pas que nous regardions un événement 
symétrique , comme moins possible que les au- 
très : mais cet événement devant être l'effet 
d'une cause régulière, ou celui du hasard, la 
première de ces suppositions est plus probable 
que la seconde. Nous voyons sur une table, des 
caractères d'imprimerie disposés dans cet or- 
dre, Constantinople ; et nous jugeons que cet 
arrangement n'est pas l'effet du hasard, non 

2.. 
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parce qn'il est moins possible que les autres ^ 
pui^ue si ce mot n'ëtaSt employé dans aucune 
langue^ nous ne lui soupçonnerions point de 
cause particulière; mais ce niot étant en usage 
parmi nous^ il est incomparablement plus pro- 
bable qu'une personne aura disposé ainsi les ca- 
ractères précédem, qu'il ne l'est que cet arranr- 
gement'flst dû au hjprd. 

C'est ici le lieu de définir le mot extraordi- 
• naire> Nous rangeons par la pensée ^ tous les 
évènemens possibles, en diverses classe^; et nous^ 
regardons comme extraordinaires , ceux des 
cla^s qui en comprennent un très petit nom- 
bre. Ainsi , au jeu de croix ou pile y l'arrivée de 
croix cent fois de suite, nous paraît extraordi- 
naire ; parce que " le nombre presque infini des 
combinaisons qui peuvent arriver en cent coups, 
étant partagé en séries régulières ou dans les- 
quelles nous voyons régner un ordre facile à 
saisir, et en séries irrégulières; celles-ci sont 
incomparablement plus nombreuses. La sortie 
d'une boule blanche, d'une urne qui , sur un mil- 
lion de boules, n'en contient qu'une seule de 
cette couleur , les autres étant noires , nous 
parait encore extraordinaire ; parce que nous 
ne formons que deux classes d'évènemens , re- 
latives aux deux couleurs. Mais la sortie du 
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n^ 47581 3, par exemple, d'une urne qui ren- 
fierme un million de numéros , aous semble un 
événement ordinaire ; parce que comparant in- 
dividuellement les numéros, les uns aux autres, 
sans les partager en classes, nous n'avons au- 
cune i^ison de croire que l'un d'eux sortira plu- 
tôt que les autres. 

De ce qui précède , nous devons généralement 
conclure que plus un fait est extraordinaire, plus 
il a besoin d'être appuyé de fortes preuves. Gar 
ceux qui l'attestent, pouvant ou tromper, ou 
avoir été trompés ; ces deux causes sont d'autant , 
plus probables , que la réalité du fait l'est moins 
en elle - même. Cest ce que Ton verra particu- 
lièrement, lorsque nous parlerons de la proba- 
bilité des témoignages. " 

La probabilité d'un événement futur est fa Vil» Principe. 
somme des produits de la probabilité de chaque 
cause, tirée de l'événement observé, par la pro- 
babilité que cette cause existant, l'événement 
futur aura lieu. L'exemple suivant écliaircira ce " 
principe/ 

Imaginons une urne qui ne renferme que deux 
boutes dont chacune soit ou blanche, ou noire. 
On extrait une de ces boules, que l'on remet en- 
suite dans l'urne, pour procéder à un nouveau 
tirage. Supposons que dans les deux premiers ti- 
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rages y on ait amené des boules blanches ; ou de- 
mande' la probabilité d'amener encore une boule 
blanche au troisième tirage. 

On ne peut faire ici que ces deux hypothèses > 
ou l'une des boules est blanche ^ et l'autre y noire ; 
ou toutes deux sont blanches. Dans la pr^ière 
hypothèse, la probabilité de l'événement ob- 
servé est \ : elle est l'unité ou la certitude dans 
la seconde. Ainsi , en regardant ces hypothèses > 
comme autant de causes; on aura pour lé sixième 
principe ^ ^ et | pour leurs probabilités respec- 
tives. Or, si la première hypothèse a lieu, la 
probabilité d'extraire une boule blanche au troî-^ 
sième tirage est ^ : elle égale l'unité, dans la se« 
coude hypothèse; en multij^ant donc ces der«- 
nîères probabilités, par celles des hypothèses 
correspondantes; la somme des produits, ou ^ 
sera la probabilité d'extraire une boule blanche 
au troisième tirage. 

Quand la probabilité d'un événement simple 
est inconnue, on peut lui supposer également 
toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à l'unité. 
La probabilité de chacune de ces hypothèses ^ 
tirée de l'événement observé , est par le sixième 
{Nrincipe, une fraction dont le numérateur est 
la prohabilité de l'événement dans cette hypo« 
thèse , et dont le dénominateur est la somme 
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des prohajbUités semUables relatives à toutes les 
hypothèsesl Ainsi la probabilité que la possibir 
lité de 1 eyèuement est comprise dans des lir 
mit^s données , est la somme des fractions com- 
prises dans ces limites. Maintenant^ si l'on 
multiplie chaque fraction , par la probabilité de 
révèuement futur, déterminée dans l'hypothèse 
con^eq^^dante j la somme des produits relatife 
k toutes les hypothèses sera par le septième 
principe^ la probabflité de l'événement futur, 
tirée de l'événement observé. On trouve ainsi 
qu'un événement étant arrivé de suite , un 
nombre quelconque de fois ; la probabilité qu'il 
arrivera encore la fois suivante, eèt égafe à 
ce noffnbre augmenté de l'unité , divisé par le 
même novahre augmenté de deux imités, ëq faî^ 
sant, pat exemple , remonter là plus ancienne 
époque de l'histoire , à cinq mille ans , ou à 
18262 1 3 jours, et le soleil s'étant levé constanohr 
ment dans cet intervalle, à chaque révolution 
de vingt-quatre heures; il y a 1826214 à parier 
contre un, qu'il se lèvera eùcoré dent^ain. Mais 
ce nombre est incomparablement plus foi! pour 
celui qui connaissant par l'ensemble deis phénô* 
mènes, le^ principe régulateur des jours et des 
saiibnis, voit que rien dans le momenï actuel,' ne 
peut en arrêter le cours. 
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Buffon y dans çon Arithmétique politique^ cal* 
cule différemment la probabilité précédente. H 
suppose qu'elle ne diffère de l'unité , que d'une 
fraction dont le numérateur est lunité , et dont 
le dénominateur est le nombre deux élevé à une 
puissance égale au nombre des jours écoulés de- 
puis l'époque. Mais la vraie manière de remon- 
ter des évènemens passés^ à la probal^ilité des 
causes et des évènemens futurs , était inconnue 
à cet illustre écrivain. 

De "^V Espérance. 

La probabilité des évènemens sert à détermi^ 
ner l'espérance ou la crainte des personnes inté- 
ressées à leur existence. Le mot espérance a 
diverses acceptions : il exprime généralement 
l'avantage de celui qui attend un bien quelcon- 
que , dans des suppositions qui ne sont que pro- 
bables. Cet avantage^ dans la théorie des hasards, 
est le produit de la somme espérée ,. par la pro- 
babilité de l'obtenir: c'est la somme partielle 
qui doit revenir lorsqu'on ne veut pas courir les 
risques de l'événement , en supposant que la re- 
partition se fasse proportionnellement aux pro- 
babilité. Cette répartition est la seule équitable, 
lorsqu'on fait abstraction de toutes circonstances 
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étrangères ; parce qu'un égal degré de probabi- 
lité y donne un droit égal sur la somme espérée. 
Nous nommerons cet avantage', espérance ma- 
thématique. 

Lorsque l'avantage dépend de plusieurs évè-Vm« Principe, 
nemens; on l'obtient, en prenant la somme des 
produits de la probabilité de chaque événement, 
par le bien attaché à son arrivée. 

Appliquons ce principe à des exemples. Sup- 
posons qu'au jeu de croix ou pile , Paul reçoive 
deux francs , s'il amène croix au premier coup , 
et cinq francs, s'il ne l'amène qu'au second. En 
multipliant deux francs , par la probabilité \ du 
^ premier cas, et cinq francs, par la probabilité ^ 
du second cas ; la somme des produits , ou deux 
francs et \m quart sera l'avantage de Paul. C'est 
la somme qu'il doit donner d'avance à celui 
qui lui a fait cet avantage ; car pour l'égalité 
du jeu, la mise doit être égale à l'avantage qu'il 
procure. 

Si Paul reçoit deux francs , en amenant croix 
au premier coup , et cinq francs en l'amenant au 
second coup, dans le cas même où il l'aurait 
amené au premier; alors la probabilité d'amener 
croix au second coup , étant { ; en multipliant 
deux francs et cinq francs par ^ , la somme de 
ces produits, donnera ti^ois francs et demi pour 
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1 avantage de Paul, et par conséqueat pour sa 
mise au jeu/ 
ix« Princi|)e. Dans une serfe d'ërènemens probables , dont 
les uns produisent un bien , et les autres ^ une 
perte ; on aura l'avantage qui en resuite , en Ad- 
sant une somme des produits de la probabilité 
de chaque événement £s^vorable, par le biett 
qu'il procure; et en retranchant de cette somme^ 
celle des produits de la probabilité de chaque 
événement défavorable , par la perte qui j est 
attachée. Si la seconde somme l'emporte sur k 
première , le bénéfice deviepjt perte , et l'espé- 
rance se change en crainte. 

On doit toujours, dans la conduite de lia vie » 
faire J en sorte d'égaler au moins , le produit du 
bien que l'on espère, par sa probabilité, au pfo- 
duit semblable relatif à la perte. Mais il est né- 
cessaire pour y parvenir, d'apprécier exactement 
les avantages , les pertes , et leurs probabilités 
respectives. U faut pour cela , une grande justesse 
d'esprit, un tact délicat, et une grande expé- 
rience des choses : il faut savoir se garantir dei 
préjugés , des illusions de la crainte et de l'espé- 
rance, et de ces fausses idées de fortune et de 
bonheur, dont la plupart des hommes berceul 
leur amour-propre.- 

L'application des principes précédens, à la 
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question suivante^ a beaucoup exercé les géo- 
mètres. Paul joue à croix ou /?/fe, avec la con- 
dition de recevoir, deux francs , s'il amène croix 
au pi*emi^r coup ; quatre francs , s'il ne l'amène 
qu'au second ; huit francs , s'il ne l'amène qu'an 
troisiètne, et ainsi de suite. Sa mise au jeu doit 
être, par le huitième principe, égale au nombre 
des coups; en sorte que si la partie continue à 
l'infini , la mise doit être infinie. Cependant, 
aucun homme raisonnable ne voudrait exposer 
à ce jeu , une somme même modique, cinquante 
francs, |>ar exemple. D'où vient cette différence 
entre le résultat du calcul, et l'indication du 
sens coïnmun ? On reconnut bientôt, qu'elle te- 
nait a ce que l'avantage moral qu'un iuen nous 
procure , n'est pas proportionnel à ce bien , et 
* qu'il dépend de mille circonstances souvent très 
difficiles à définir, mais dont la plus générale 
et la plus importante est celle de là fortune. En 
effet , il est visible qu'un franc a beaucoup plus 
de prix pour celui qui n'en a que cent, que pour 
un millionnaire. On doit donc distinguer dans 
le bien espéré , sa valeur absolue de sa valeur 
relative : celle-ci se règle sur les motifs qui le 
£cmt désirer ; au lieu que la première en est in* 
dépendante. On ne peut donner de principe gé-» 
néral , pour apprécier cette valeur relative. En 
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voici cependant un proposé par Daniel Ber- 
nouilli^ et qui peut servir dans beaucoup de 
cas. 
X* Principe. L^ valeur relative d'une somme infiniment 
petite ^ est égale à sa valeur absolue divisée par 
le bien total de la personne intéressée. Cela sup- 
posa que tout homme a un bien quelconque 
dont la valeur ne peut jamais être supposée 
nulle. En effets celui même qui ne possède rien^ 
donne toujours au produit de son travail et à 
ses espérances , une valeur au moins égale à 
ce qui lui est rigoureusement nécessaire pour 
vivre. 

Si Ton applique l'analyse^ au principe que 
nous venons d'exposer ; on obtient la règle sui- 
vante. 

En désignant par l'unité , la partie de la for- 
tune d'un individu, indépendante de ses expec- 
tatives; si l'on détermine les diverses valeurs 
que cette fortune peut recevoir en vertu de ces 
expectatives, et leurs probabilités ; le produit 
de ces valeurs élevées respectivement a^ix puis- 
sances indiquées par ces probabilités , sera la 
fortune physique qui procurerait à l'individu , le 
même avantage moral qu'il reçoit de la partie ^ 
de sa fortune , prise pour unité , et de ses ex- 
pectatives ; en retranchant donc l'unité , de ce 
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produit ; la différence sera raccroissement de la 
fortune physique ,. dû aux expectatives : nous 
nommerons cet accroissement , espérance mo* 
raie. Il est facile de voir qu'elle coïncide avec 
l'espérance . mathématique , lorsque la fortune 
prise pour unité ^ devient infinie par rapport 
aux variations qu'elle reçoit des expectatives. 
Mais lorsque ces variations sont une partie sen- 
sible de cette unité , les deux espérances peu- 
vent différer très sensiblement entre elles. 

Cette règle conduit à des résultats conformes 
aux indications dui sens commun , que l'on peut 
par ce moyen , apprécier avec quelque exacti- 
tude. Ainsi dans la question précédente^ on 
trouve que si la fortune de Paul est de deux 
cents francs ; il ne doit pas raisonnablement met- 
tre au jeu y plçs de neuf francs. La même règle 
conduit encore à répartir le danger , sur plu- 
sieurs parties d'un bien que l'on attend^ plutôt 
que d'exposer ce bien tout entier au même dan- 
ger. U en résulte pareillement qu'au jeu le plus 
égal^ la pertb est toujours relativement plus 
grande que le^gain. En supposant par exemple, 
qu'un joueur ayant une fortune de cent francs, 
eu expose cinquante au jeu de croix ou pile; sa 
fortune après sa mise au jeu, sera réduite à qua- 
tre-vingt-sept francs , c'est-à-dire que cette der- 
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nière somme procurerait au joueur le même 
ayantage moral , que l'ëtat de sa fortune après 
sa mise. Le jeu est donc désavantageux , dans 
le cas même où la mise est égale au produit de 
la somme espérée , par sa probabilité.* On peut 
juger par là de l'immoralité des jeux dans les- 
quels la somme espérée est au-dessous de ce 
produit. Ils ne subsistent que par les faxix rai- 
sonnemens et par la cupidité qu'ils fomentent, et 
qui portant le peuple à sacrifier son nécessaire ^ 
à des espérances chimériques dont il est hors 
d'état d'apprécier l'invraisemblance , sont la 
source d'une infinité de maux. 

Le désavantage des jeux , l'avantage de ne pas 
exposer au même danger^ tout le bien qu'on at- 
tend, et tous les résultats semblables indiqués 
par le bon sens, subsistent, qudUe que soit h 
fonction de la fortune physique qui , pour chaque 
individu, exprime sa fortune morale. Il suffit 
que le rapport de l'accroissement de cette fonc- 
tion à l'accroissement de la fortune physique, 
diminue à mesure que celle-ci augmenter 
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Des méthodes analytiques du Calcul. des 

Probabilités. 

L'itpplication des principes que nous Tenons 
tf exposer, aux diverses questions de probabilité, 
exige des méthodes dont la recherche a donné 
naissance à plusieurs branches de l'Analyse , et 
spécialement à la théorie des combinaisons , et 
an calcul des différences finies. 

Si l'on forme le produit des binômes, l'unité 
plus une première lettre , l'unité phis une se- 
conde lettre , l'unité plus une troisième lettre , 
et ainsi de suite , jxisqu'à n lettres j en retran- 
chant Tunité, de ce produit développe, on aura 
la somme des combinaisons de toutes ces lettres 
prises une à une, deus^à deux, trois à trois, etc. ; 
chaque combinaison ayant l'unité , pour coeffi- 
cient. Pour avoir le nombre des combinaisons 
de ces n lettres prises s II s y on observera que si 
Fon suppose ces lettres égales entre elles, le 
produit précédent deviendra la puissance n du 
binôme , un plus la première lettre j ainsi le 
nombre des combinaisons des n lettres prises 
s à J> sera le coefficient de la puissance s de la 
première lettre , dans le développement de ce 
binôme j on aura donc ce nombre , par la for- 
mule connue du binôme. 
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On aura égard à la situation respective - des 
lettres dans chaque conibinaison , en observant 
que si l'on joint une seconde lettre à la pre- 
mière , on peut la placer au premier et au se- 
cond rang ; ce qui donne deux combinaisons. 
Si Ton joint à ces combinaisons , une troisième 
lettre , on peut lui donner dans chaque combi- 
naison^ le premier^ le second et le troisième 
rang ; ce qui forme trois combinaisons relatives 
à chacune des deux autres ; en tout , six com- 
binaisons. De là il est facile de conclure que le 
nombre des arrangemens dont s lettres sont sus- 
ceptibles^ est le produit des nombres depuis Vu- 
nitë jusqu'à ^; il faut donc pour avoir égard à la 
situation respective des lettres^ multiplier par 
ce produit , le nombre des combinaisons des n 
lettres prises ^ à ^; ce qui revient à supprimer 
le dénominateur, du coefficient du terme du bi*- 
nome , qui exprime ce nombre. 

Imaginons une lotterie composée de n numé- 
ros dont r sortent à chaque tirage : on demande 
la probabilité de la sortie de s numéros domii^ 
dans un tirage. Pour y parvenir, on formera une 
lâraction dont le dénominateur sera le nombre 
de tous les cas possibles , où des combinaisons 
des n numéros pris r à r, et dont le numéra- 
teur sera le nombre de toutes ces combinaisons 
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qui contiennent les s numéros donnés. Ce der- 
nier nombre est évidemment celui des combi- 
naisons des autres numéros pris n moins s k ?i 
moins s. Cette fraction sera la probabilité de- 
mandée^^et l'on trouvera facilement qu'elle se 
r^oit à une fraction dont le numérateur est 
le nombre des combinaisons de r numéros pris 
^ à ^ ^ et dont le dénominateur est le nombre 
des combinaisons des n numéros pris sembla- 
hlement ^ à ^. Ainâi ; dans la loterie de France , 
finrmëe , comme on sait ^ de 90 numéros dont 
dnq sortent à chaque tirage; la probabilité 
de la sortie d'un extrait donné est ^ ou -j^; 
la loterie-4evrait donc alors pour l'égalité du 
jeu, rendre dix-huit fois la mise. Le nombre 
total des combinaisons deux à deux , de go nu- 
méros est 4oo5 , et celui des combinaisons deux 
à deux, de cinq numéros, est dix. La proba- 
bilité de là sortie d'un ambe donné est donc 
:çôh^ et la loterie devrait rendre alors quatre 
cents fois et demie, Id mise : elle devrait la 
rendre 11748 fois pour un terne, 5iio38 fois 
pour un quateme , et 4^949^^ ^^^^ V^^^ ^^ 
quine. La loterie est loin de faire aux joueurs , 
ces avantages. 

Supposons dans une urne, a boules blanches 
et b boules noires , et qu'après en avoir extrait 

5 
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une boule ^ on la remette dans l'urne ; on de-^ 
mande ïs^ probabilité que dans le nombre n de 
tirages, on amènera m boules blanches et n moins 
m boules noires. Il est clair que le nombre de 
cas qui peuvent arriver à chaque tirage est a plus 
6, Chaque cas du second tirage, pouvant se com- 
biner avec tous les cas du premier ; le nombre 
de cas possibles en deux tirages , est le carré du 
binôme y a plus b. Dans le développement de ce 
carré , le carré de a exprime le nombre des cas 
dans lesquels on amène deux fois une boule 
blanche ; le double produit de a par b , exprime 
le nombre des cas dans lesquels une boule, blan- 
che et une boule noire sont amenées ; enfin le 
carré de b exprime le nombre des cas dans les- 
quels on amène deux boules noires. En conti- 
nuant ainsi , on Voit généralement que la puis- 
sance n du binôme a plus b, exprime le nombre 
de tous les cas possibles dans n tirages ; et que 
dans le développement de cette puissance , le 
terme multiplié par la puissance m de a , ex- 
prime le nombre des cas dans lesquels on peut 
amener m boules bbinches, et n moins m boules 
noires. En divisant donc ce terme par la puis- 
sance entière du binôme, on aura la probaï^ilité 
d'amener m boules blanches et n moins m boules 
noires. Le rapport des nombres a, et a plus b , 
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^tanl la probabilité d'amener une boule blanche 
dans un tirage ; et le rapport des nombres b, ^t 
a plus h f étant la probabilité d'amener une boule 
noire; si l'on nonmie p eXq ces probabilités , la 
probabilité d'amener m boules blanches^ dans n 
tirages ^ sera le terme multiplié par la puissance 
mde p, dans le développement de la puissance 
n du binôme p plus q : on 'peut observer que la 
somme p plus q est l'unité. Cette propriété, re-» 
marquable-du binôme^ est très utile dans la théo-* 
rie des probabilités. 

Mais la méthode la plus généi'ale et la plus 
^recte , pour résoudre les questions de proba- 
bilité , consiste^ à les faire dépendre d'équations 
aux différences. En comparant les états succes- 
sifs de la fonction qui exprime la probabilité , 
lorsque l'on fait croître les variables , de leurs 
différences respectives ; la question proposée 
fournit souvent un rapport très simple entre ces 
• états • Ce rapport est ce que l'on nomme équa^ 
tion aux différences ordinaires , ou partielles ^ 
ordinaires , lorsqu'il n'y a qu'une variable ; par- 
tielles , lorsqu'il y en a plusieurs. Donnons-en 
quelques exemples. • 

Trois joueurs dont les forces sont supposées 
les mêmes ^ jouent ensen;^ble>^aux conditions sui- 
vantes. Celui des deux premiers joueurs f qui 

5.. 
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gagne son adversaire i joue ayec le troisième^ et 
s'il le gagne , la partie est ^fînîef S'il est vaincu , 
le vaimqueur joue av«c Fâutre, et ainsi de suite ^ 
jusqu'à ce que l'un des joueurs ait gtgné cansé-* 
cutivem^ ks deux autres^ ce qui termpië k 
partie : on dema.nde la probabilité que la partie 
sera finie dans un nombre quelconque n de 
coupfiu Cherchont 4'abord la probabilité qu'elle 
finira j»^cisément au coup n. Pour cela^ le joueur 
qui gagc^ ^ doit entrer au jeu, au cqup h moins 
un , et Je gagner ainsi que le troiip suivant. Mais 
si au lieu de gagner le coup n m'oins un, il était 
vaincu par son adversaire ;' celui - ci venant de 
gagner l'autre joueur , la partie finirait à ce coup* 
Ainsi la probabilité qu'un des joueurs entrera 
au jeu^ au cocq) n moins un^ et le gagnera, est 
^ale k celle que la partie finira précisément à 
ce coup ; et conmie ce joueur doit gagner le 
coup suivant , pour que la partie se termine au 
coup 71 ; la probabilité de ce dernier cas, ne sera 
qu'un demi de k précédente. Cette probabilîfeé 
est évkiciiuiBent une fonction du nombre nj 
cette fonction est doM égale à la moitié d^ ki 
même fonction, lorsqu'on y diminue jz, ds Yvt-- 
lûèé. €ette égalité forme une de ces équations que 
l'on nomme équations aux différences Jinies or-' 
dimdres. 
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On peut détermioer facilement k son moyen , 
la probabilité que la partie finira précisément k 
un coup quelconque. Il est visible que la partie 
ne peut finir an plus t6t , qu'au second coup; et 
pour* cela y il est nécessaire que celui .des deux 
premiers joueurs qui a gagné son adversaire , 
^gne «a second coup , fe troisième joueur ; la 
probabilité que la partie finira à ce coup^ est 
donc 7. De là 9 en vertu de l'équation précé- 
dente , on conclut que les probabifit^taccessives 
de la fin de la partie , sonl \ pour le troisième 
coup , i pour le quatrième , etc. ; et générale- 
ment ^ élevé k la puissance^ n moins un^ pour 
le nf'^ coup. La somme de toutes ces puissances 
dp 7 est Tunité moins la dernière de ces puis«- 
eances; c^ast la probaoilité que la partie sera ter- 
minée 9 au plus tard , dans n coups. 

Considérons encore le premier problème un 
peu diffidle^ que l'on ait résolu sur les probabi- 
lités et que ^ascaji proposa de résoudre , à Fer- 
mât. Deux joueurs A et B^ dont les adresses sont 
égales^ jouent ensemble avec la condition que 
celui qui le premier^ aura vaincu l'autrei un 
nombre donné de fois , gagnera la partie^ et em- 
portera la somme des mises au jeu : après quel- 
ques coups , les joueurs conviennent de se reti- 
rer sans avoir terminé la partie; on demande 
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4e quelle fnanière^ cette somme doit être parta- 
gée entre eux. Il est visible que les parts doivent 
être proportionneDes aux probabilités respectif 
ves de gagner la partie; la question se réduit 
donc à déterminer ces probabilités. Elles dëpen- 
dei^t évidemment des nombres de points qui 
manquent à chaque joueur pour atteindra le 
nombre donné. Ainsi la probabilité de A est une 
fonction de ces deux nombres que nous nom- 
merons iiyfiices. Si les deux joueurs convenaient 
de jouer 'un coup de plus (convention qui ne 
changé point leur sort , pourvu qu'après ce nou-r 
veau poup , le partage se fasse toujours propor- 
tionnellement aux nouvelles probabilités de ga- 
gner la partie) ; alors , ou A gagnerait ce coup, 
e^ dans ce cas, le jiombre des points qui lui 
manquent , serait diminué d'une unité ; ou le 
joueur B le gagnerait, et dans ce cas, le nombre 
des points manquans à ce dernier joueur de- 
viendrait moindre d'une unité. Mais la probabi-r 
Uté de chacun de ces cas est \ ; la fonction cher- 
chée est donc égale à la pioitié de cette fonction, 
dans laquelle on diminue de l'unité , le premier 
indice ; plus à la moitié de la même fonction 
dans laquelle le secpnd indice est diminué de 
l'unité. Cette égalité est une de ces équations que 
l'on nomme équations aux différences partielles. 
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On peut déterminer à son moyen , les proba- 
bilités de Â , en partant des plus petits nombres, 
et en observant que la probabilité ou la fonction 
qui l'exprime est égale à l'unité, lorsqu'il ne 
manque aucun point au joueur A, ou lorsque le 
premier indice est nul; et que cette fonction de- 
vient nulle, avec le second indice. En supposant 
ainsi qu'il ne manque qu'un point, au joueur A; 
on trouve que sa probabilité est 7, |, |, etc. , 
suivant qu'il manque à B, un point , ou deux , 
ou trois , etc. Généralement , elle est alors 
l'unité , moins la puissance de ^ égale au nom- 
bre des points qui manquept à B. On suppo- 
sera ensuite qu'il manque deux points' au joueur 
A , et l'on trouvera sa probabilité égale à ^ , | , 
y-* , etc. , suivant qu'il manque à B , un point , 
ou deux, ou trois, etc. On supposera encore 
qu'il manque trois points au joueur A , et ainsi 
de suite. 

Cette manière d'obtenir les vialeurs succes- 
sives d'une quantité , au moyen de son équation 
aux différences , est longue et pén3>le! Les géo- 
mètres ont cherché des méthodes pour avoir la 
fonction générale desf indices, qui satisfait à cette 
équation, en sorte que l'on* n'ait besoin pour 
chaque cas particuliei; , que de substituer dans 
cette fonction^, les valeurs correspondantes des 
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indices. Considérons cet obJ£t^ d'une manière 
générale. Pour cela^ ooncçvons une suite de ter- 
mes disposés sur une ligne horizontale, et tds 
que chacun d'eux; dérive des précédons , suivant 
une loi donnée. Supposons cette loi exprimée 
p^r.une équation entre plusieurs tennes cotisé* 
cuti& y et leur indice ou le nombre qui indique 
le rang qu'ils occupent dans la sépe. Cettç équa- 
tion est ce que je nomme équation aux différ 
renées finies à un seul indice. L'ordre ou le de- 
gré de cette équation est la différence du rang 
de ses deiix termes extrêmes. On peut à 3on 
moyen ^ déterminer successivement les termes 
de la série, et la continuer indéfiniment; mais il 
faut pour cela ^ connaître un nombre de termes 
da la sàrie , égal au degré de l'équation. Ces ter- 
mes sont les constantes arbitraires de l'expressioD 
du terme général de la série , ou de l'intégrale 
de l'équation aux différences. 

CoQcevons maintenant , au - dessus des termes 
de la fiérie précédente ^ une seconde série de ter^ 
mes disposée horizontalement ; concevons .en- 
core au-dessus des termes de la seconde série > 
une troisième série horizontale, et ainsi de suite 
à l'infini; et s^pposoins les termes de toutes ces 
séries, liés par une équation générale entre plu- 
sieurs termes consécutif , pris tant dans le sens 
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horizontal, que dans le sens vertical, et les nom- 
bres qui indiquent leur rang dans les deux 
sens. Cette équation est ce que je nomme équa- 
tion aux différences finies partielles à deux in-- 
dicefé 

Concevons pareillement au-dessus du plan 
des séries précédentes, un second plan de séries 
snnblables dont les termes soient placés respec- 
tivement au - dessus de ceux du premier plan : 
concevons ensuite au-dessus de ce second plan , 
tm troisième plan de séries semblables, et ainsi à 
rinfini : supposons tous les termes de ces séries , 
liés par ujie équation entre plusieurs termes con- 
sécutifs , pris dans les sens de la longueur, de la 
largeur et de la profoadeur, et les trois nom- 
bres qui indiquent lem* rang dans ces trois sens. 
Cette équation est ce que je nomme équation 
aux différences finies partielles à trois indices. 

Enfin ^ en considérant la chose , d'une manière 
abstraite et indépendante des dimensions de l'es^ 
pace , ccmcevcms généralement un système de 
grandeurs qui soient fonctions d'un nombre quel- 
QQoque d'indices, et supposons entre ces gran- 
deurs , leurs difierences relatives à ces indTces , 
et les indices eux - mêmes , autant d'équations 
qu'il y a de ces grandeurs j ces équations seront 
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aux différences finies partielles à un nombre 
quelconque d'indices. 

On peut à leur moyen ^ déterminer successi- 
vement ces grandeurs. Mais de même que l'é- 
quation à un seul indice exige pour cela^ que l'on 
connaisse un certain nombre de termes de la se- 
rie; de même l'équation à deux indices exige 
que l'on connaisse une ou plusieurs lignes de se-* 
ries dont les termes généraux puissent être ex- 
primés^ chacun par une fonction arbitraire d'un 
des indices. Pareillement, l'équation à trois in- 
dices exige que l'on connaisse un ou plusieurs 
plans de séries dont les termes généraux puissent 
être exprimés, chacun par une fonction arbi- 
traire de deux indices ; ainsi de suite. Dans tous 
ces cas.^ on pourra par des éliminations succes- 
sives, déterminer un terme quelconque des sé- 
ries. Mais toutes les équations eutre lesquelles 
on élimine , étant comprises dans un même sy- 
stème d'équations; toutes les expressions des ter- 
mes successifs que l'on obtient par ces élimina- 
tions doivent être comprises dans une expression 
générale , fonction des indices qui déterminent 
le rang du terme. Cette expression est l'inté- 
grale de l'équation proposée aux différences , et 
sa recherche est l'objet du Calcul intégral. 

Taylor est le premier qui dans son ouvrage 
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intitulé Methodus incrementorum , ait considéré 
les équations linéaires aux différences finies. D 
y donne la manière d'intégrer celles du premier 
ordre, avec un coefficient et un dernier terme , 
fonctions de l'indice. A la vérité, les relations 
des termes des progressions arithmétiques et géo- 
métriques que l'on a considérées de tout temps, 
sont les cas les plus simples des équations li- 
néaires aux différences; mais on ne les avait pas 
envisagées sous ce point de vne, l'un de ceux 
qui se rattachant à des théories générales , con- 
duisent à ces théories , et sont par là de vérita- 
bles découvertes* 

Vers le même temps , Moivre considéra sous 
la dénomination de suites récurrentes^ les équa- 
tions aux différences finies d'un ordre quelcon- 
que , à coeffidens constans. D parvint à les inté- 
grer d'une manière très ingénieuse. Comme il 
est toujours intéressant de suivre la marehe des 
inventeurs , je vais exposer celle de Moivre , en 
l'appliquant à une suite récuirente dont la reb^ 
tion entre trois termes conséculi& est donnée. 
D'abord^ il considère la relation entre les termes 
consécutifs d'une progression géométrique , ou 
l'équation à deux termes , qui l'exprimer En la 
rapportant aux termes inférieurs d'une unité, 
il la m^ltiplie dans cet état psur un £sicteur con- 
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stant 9 et il retranche le produit / de 1 équation 
primitive. Par la , il obtient une équation entre 
trois termes consécutif de la progression gëo- 
métrique* Moivre considère ensuite une seconde 
progression dont la raison des termes est le fitc- 
tenr même qu'il vient d'employer. B diminué 
pareillement d'une unité , l'indice des termes de 
l'équation de cette nouvelle progression : dans cet 
état, il la multiplie par la raison des termes de 
la première progression , et il retranche le pro- 
duit^ de l'équation de la seconde jarogression , ce 
qui lui donne entre trois termes consécutif de 
cette progression , une relation entièrement sem- 
blable à celte qu'il a trouvée pour la première 
progression. Puis il observe que si l'on ajoute 
terme à terme , les deux progressions ; la même 
relaticm subsiste entre trois quelconques de ces 
sommes consécutives. U compare les coefficiens 
de cette relation , k ceux de la relation des ter- 
mes de la suite récurrente proposée , et il trouve 
pour déterminer les raisons des deux progres- 
sions gécmiétrMjpes , une équation du second de- 
gré f dont les racines sont ces raisons. Par là , 
Moivre décompose la suite récurrente , en deux 
progressimis géométriques multipliées , chacune 
par une constante arbitraire qu'il détermine au 
moyen des deux premiers termes de la suite ré- 
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curfeute. Ce procédé iDgénieux est au fond celui 
que d'Âlembert a depuis employé pour Tiutégra-» 
lion des équations linéaires aux différences infi- 
niment petites à coefficiens constans y et que La- 
graine a transporté aux équations semblables à 
différences finies. 

Ensuite^ j'ai considéré les équations linéaires 
aux différences partielles finies , d'abord sous la 
dénomination de suites récurro^récurrentes ^ et 
après y sous leur dénomination propre. La ma- 
nière la plus générale et la plus simple d'intégrer 
toutes ces équations , me parait être celle que j'ai 
fondée sur la considération des fonctions généra* 
tnces dont voici l'idée. 

Si l'on conçoit une fonction V d'une variable 
ty d^vel<^>piée suivant les -puissances de cette 
vasiable ; fe coefficient de l'une quelconque de 
ces puissances ^ sera une fonction de l'exposant 
od indice de cette puiKance, indice que je <y- 
signerai far x. Y est ce que je n<mmie fonctionf 
génëratiioe jde ce coefficient ^ ou de la fonction 
de l'indice. 

Mainfitiant , si l'on multiplie la série du dé^ 
vdc^fqpensent de Y ^ par une fonction de la même 
vatiabfe, telle ^ par exemple, que l'unité plus 
deuX' fois eette variable ; le produit sera une 
nouvelle fonction génératrice dans laquelle le 
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coeffident de la puissance x de la variable t 
sera égal au coefficient de la même puissance 
dans y y plus au double du coefficient de la 
puissance inférieure d'une unité. Ainsi la fonc- 
tion de l'indice x^ dans le produit, égalera la 
fonction de l'indice x dans V, plus le double de 
cette même fonction dans laquelle l'indice est 
diminué de l'unité. Cette fonction de l'indice 
X y est ainsi une dérivée de la fonction du même 
indice dans le développement de Y, fonction 
que je nommerai fonction primitwe de l'indice. 
Désignons la fonction dérivée, par la caractérisa 
tique S" placée devant la fonction primitive 4 La 
dérivation indiquée par cette caractéristique iie- 
pendra du multiplicateur de V , que nous nom- 
merons T , et que nous supposerons développé, 
comme V^ par rapport aux puissances de la va- 
riable t* 

Si l'on multiplie de nouveau par T, le produit 
de V par T , ce qui revient à multiplier V par 
le carré de T; on formera une troisième fonction 
génératrice dans laquelle le coefficient de la 
puissance «r de ^ , sera une dérivée semblable du 
coefficient correspondant du produit précédent ; 
on pourra donc l'exprimer par la même caracté"^ 
ristique «T, placée devant la dérivée précédente ; 
et alors cette caractéristique sera deux fois écrite 
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devant la fonction primitive de oc. Mais au lieu 
de récrire ainsi deux fois , on lui donne pour 
exposant le nombre 2. 

En continuant ainsi ^ on voit généralement 
que si Ton multiplie V par la puissance w de T; 
on aura le coefficient de la puissance a: de ^ ^ 
dans le produit de V par la puissance ji de T , 
en plaçant devant la fonction primitive^ la ca-r 
ractéristique «T avec n pour exposant. 

Supposons , par exemple , que T soit l'unité 
divisée par t; alors dans le produit de V par T, 
le coefficient de la puissance jc de t, sera le coef- 
ficient de la puissance supérieure d'une unité 
dans y ; ce coefficient dans le produit d^ Y par 
la puissance /2 de T sera donc la fonction primi- 
tive dans laquelle a: est augmenté de n unités. 

Considérons maintenant une nouvelle fonc- 
tion Z de ^ ^ développée , comme V et T , sui- 
vant les puissances de t : désignons par la carac-* 
téristique A placée devant la fonction primitive, 
le coefficient de la puissance a: de t, dans le 
produit de Y par Z ; ce coefficient, dans le pro^ 
duit de Y par la puissance n de Zf sera ex- 
primé par la caractéristique A afifedée de l'expo- 
sant n y et placée devant la fonction primitive 
ie x. 
, Si, par exemple^ Z est^égal à l'unité divisée 
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par t , moins un ; le coefficient de la puissance 
X àe t dans le produit de Y par Z sera le coeffi'*' 
cient de la puissance x plus un de t dftns V, 
moins le coefficient de la puissance x. Il sera 
donc la différence finie de la fonction jniinitiye 
de rindice x. Alors la caractéristique A indique 
une différence finie de la fonction primitiye^ 
• dans le cas où l'indice yarie de l'imité ; et la 
puissance n de cette caractéristique^ placée de- 
yant la fonction primitiye, indiquera la diffé- 
rence finie nf^* de cette fonction^ Si l'on sup- 
pose que T soit l'unité diyisée par t; on aura T 
égal au binôme^ Z ]^us un. Le produit de V 
par la puissance n de T sera donc égal au pro- 
duit de V par la puissance de n du binôme , Z 
plus un. En déyeloppant cette puissance par rap- 
port aux puissances de Z ; les produits de Y par 
les diyers termes de ce déyeloppement seront 
les iSMictîons génératrices de ces mêmes termes , 
dans lesquels on substitue^ au lieu des puissances 
de Z, les différences finies correspondantes de 
la fonction primitiye de l'indice. 

Maintenant le produit de Y par la puissance 
/i de T est la fonction primitiye , dans laquelle 
l'indice x est augmentée de n unités j en re- 
passant donc des fonctions génératrices à leurs 
coefficîens, on aura, cette fonction primitiye 
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ainsi augmentée , égale au développement de la 
puissance n du binôme , Z plus uh ; pourvu que 
dans ce développement on substitue , au lieu 
des puissanôes de Z , les différences correspon- 
dantes de la fonction primitive, et que l'on liiul- 
tif3ie le terme indépendant de ces puissances , 
par hi fonction primitive. On aura ainsi la fonc- 
tion primitive dont l'indice est augmenté d'un 
nombre quelconque n , au moyen de ses difie^ 
renées. 

En supposant toujours à T et à Z les valeurs 
précédentes , on aura Z égal au binôme , T moins 
un ; le produit de V par la puissance n de Z , 
sera donc égal au produit de V par le dévelop- 
pement de la puissance n du binôme , T moins 
un* En repassant des foxyrtions génératrices à 
leurs Goefficiens , comme on vient de le fiiire ; 
on aura la différence nf^' de la fonction primi- 
tive , exprimée par le développement de la puis-- 
sance n du binôme ,'T moins un, dans lequel on 
substitue aux puissances de T, cette même fonc- 
tion dont l'indice est augmenté de l'exposant 
de la puissance , et au- terme indépendant de t 
et qui est l'unité , la fonction primitive : ce qui 
donne cette différence au moyen des termes 
consécutif de cette fonction. 

cT placé devailt la fonction primitive , expri- 

4 
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mant la dérivée de cette fonction , qui multi- 
plie la puissance x de t dans le produit de Y 
par T, et A exprimant la même dérivée dans 
le produit de Y par Z; on est conduit , par ce 
qui précède , à ce résultat général : quelles que 
soient les fonctions de la variable t , représeu^ 
tées par T et Z ; on peut dans le développe- 
ment de toutes les équations identiques ^ sus- 
ceptibles d'être formées entre ces fonctions^ 
substituer les caractéristiques J^ et A , au lieu 
de T et de Z y pourvu que Ton écrive la fonc- 
ti<m primitive de Tindice à la suite des puis- 
sances et des produits de puissances des caracté- 
ristiques; et que Ton multiplie par cette fonciion^ 
les termes indépendans de ces caractéristiques. 
On peut , au moyen de ce résultat général. , 
transfinmer une puissance quelconque d'une dif- 
férence de la fonction primitive de Vindice jc, 
dans laquelle x varie d'une unité ^ en une série 
de différences de la même fonction, dans les- 
quelles X varie d'un nombre quelconque d'uni- 
té , et réciproquement. Supposons en effet , que 
T soit la puissance i de Tunité divisée par £, 
moins un^ et que Z so^ toujours Tunité divisée 
par if moins un; alors le coefficient de la puis- 
sance X de t, dans le produit de Y par T, sera 
le coefficient de la puissance x plus f de t dans 
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V , moins le coefficient de la puissance x àe t ; 
il sera donc la diflférence finie de la fonction 
primitive de l'indice x, dans laquelle on fait " 
. varier cet indice , du nombre i. U est facile de 
voir que T est égal à la difierence entre la 
puissance i du binôme, Z plus un, et l'unité ; 
la puissance tz de T est donc égale à la puis* 
sance n de cette différence. Si, dans cette éga- 
lité, on substitue au lieu de T et de Z les carac- 
téristiques cT et A, et qu'après le développement, 
on place à la fin de chaque terme la fonction 
primitive de l'indice œ; on aura la différence 
^iene ^^ cettc fouctlon , dans laquelle oc varie de 
i unités , exprimée par une suite de différences 
de la même fonction, dans laquelle ûo varie 
d'une unité. Cette suite n'est qu'une transforma- 
tion de la différence qu'elle exprime , et qui lui 
est identique; mais c'est dans de semblables 
transformations que réside le pouvoir de l'a- 
nalyse. 

La généralité de l'analyse permet de supposer 
dans cette expression , ?i négatif. Alors les puis- 
sances négatives de J^ et de a indiquent des inté- 
grales. En effet, la différence n'"^" de la fonction 
primitive, ayant pour fonction génératrice le 
produit de V par la puissance n du binôme , un 
divisé par t, moins l'unité; la fonction primitive 
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qui est Vintégrale /»""' de cette différence ^ a pour 
fonctkm génératrice celle de k même diffërence, 
miidtipliée par la puissance n prise en moins du 
binôme ^ un divisé par t y moins l'miité, pnis- 
sance à laquelle répond la même puissance de 
la caraetéristique A; cette puissance indique 
donc une intégrale du même ordre ^ J'indice a: 
variant de l'unité; et tes puissances négatives 
de i" indiquent également des int^rales , x va- 
riiEnBit de i unités. On voit idnsi de la manière la 
plus claire et la plus siifiple y la raison dé Tanil- 
logie observée entre les puiissances positives ef 
les différences y et entre les puîssauces négatives 
et les intégrales. 

Si la fonction indiquée par k citnictéristiqae 
^ placée devant k fonction primitive^ est nulle ; 
on aura une équation aux différences finies^ éi 
V sera la fonction génératrice de son int^ale. 
Pour avoir cette fonction génératrice , on obser^ 
vera que dans le produit de V par T, toutes les 
puissances de t doivent disparaître y excepté les 
puissances infévieures à l'ordre de Féquation àuit 
différences ; Y est donc égal à une fraction àon\ 
T est le dénominateur, et dont le numérateur 
est un polynôme dans lequel la puissance la 
plus âevée de t est moindre d'une unité , que 
l'ordre de l'équation aux différences. Les coeffi- 
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cieas ai^bitrair^s des diverses puissances de t dans 
ce poljoame, ^n y comprenant la puissance zéro^ 
seront déterminés p«ir aulac^ de valeurs de la 
fonction primitive de l'iodice y lorsqu'on y fait 
successivement x égal à aéro , à l'unité , à 
daux , «te. Quand l'équation auK dîtfn'^noes est 
doauiee^ on détermine T en mettant tous «es 
ternes daitts le pnemier membre, et zéro dans le 
secoii^d ; esx substituant dans le premier mem- 
hte , l'iijiQijté au lieu de la fonction cpii a le plus 
ff'mé indice ; la furemière puissance de ^ au lieu 
d(d là ^EwGJtion . primitive dans laquette cet in- 
àk:e est diœxoxué d'une unité ; la seconde puis- 
^^«ice lâe ^, à la fonction primitive où cet 
indice lest diminué de deux «mités, et ainsi 
de «suite, l^e coeïffîcîent de la fMiisaauGe x àet , 
4mB Je déifi6!k|>pement de l'expression précé- 
^ujte de y sera la fcmction primitive de jrr , <m 
ïiçtégjnifi de l'équation aux différences finies, 
li'imalyâe fournit pour ee développement, divers 
mojeus parmi lesquels on peut choisir celui 
qm est le plus propre à la question proposée; ce 
4|Hi est un avantage de 'cette méthode d'inté- 
gration. 

Goùoeyons maintenant que Y soit une fonc- 
tion des deux variables t et t^, développée sui- 
vant les puissances et les produits de ces variablesj; 
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le coefficient d*an produit quelconque des puis- 
sances œtlx'àeteXàefy sera une fonction des 
exposans ou indices j: et j:' de ces puissances ; 
fonction que je nommerai fonction prindtwe , et 
dont y est la fonction génératrice. 

Multiplions y par une fonction T des deux 
variables tett', développée , comme y , par rap- 
port aux puissances et aux produits de ces varia- 
bles; le produit sera la fonction génératrice d une 
dérivée de la fonction primitive : si T^ par exem- 
ple^ est égal à la variable t , plus à la variaMe t', 
moins deux ; cette dérivée sera la fonction pri- 
mitive dont on diminue de Funité l'indice a: , 
j^ns cette même fonction primitive dont on 
diminue de l'unité l'indice a/^ moins deux fois 
la fonction primitive. En désignant , quel que 
soit T , par la caractéristique cT placée devant la 
fonction primitive , cette dérivée ; le produit de 
y par la puissance /z de T sera la fonction gé- 
nératrice de la dérivée de la fonction primitive, 
devant laquelle on place la puissance n de la 
caractéristique ^T. De là résultent des théorèmes 
analogues à ceux qui sont relatifs aux fonctions 
d'une seule variable. 

Supposons que la fonction indiquée par la ca- 
ractéristique cT soit zéro ; on aura une équation 
aux diflférences partielles : si , par exemple , on 
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fait, comme ci-dessus, T égal à la variable^ ^, 
plus à la variable <', moins deux; on a, zéro 
égal à la fonction primitive dont on diminue 
de l'unité l'indice or, plus la même fonction dont 
on diminue de l'unité l'indice a/ , moins deux 
fois la fonctimi primitive. La fonction généra- 
trice V de cette fonction primitive ou de l'inté- 
grale de cette équation , . doit donc être telle que 
son produit par T ne renferme point les pro- 
duits de t par tf ; mais Y peut renfermer sépa- 
rément les puissances de ^ , et celles de tf, c'est- 
à - dire une fonction arbitraire de < , et une 
fonction arbitraire de <'j V est donc une frac- 
tion, dont le numérateur est la somme de ces 
deux fonctions arbitraires , et dont T est le dé- 
^ominateur. Le coefficient du produit de la puis- 
sance a: de t , par la puissance jc^ de t', dans le 
développement de cette fraction, sera donc l'in- 
tégrale de l'équation précédente aux différences 
partielles. Cette méthode d'intégrer ce genre 
d'équations me pardt être la plus simple et la 
plus facile , par l'emploi des divers procédés 
analytiques pour le développement des* frac- 
tions rationnelles. 

De plus amples détails sur cette matière , se- 
raient difficilement entendus sans le secours du 
calcul. 
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Ea considérant les équations aux di^renoes 
partielles infijùment petites comme des àjuatians 
aux différeoces partielles finies^ dans lesquelles 
rien n'est négligé; on peut éclairdr les pointe odb» 
scurs de leur calcul , qui ont été le sujet de grasdes 
discussions parmi les géomètres. C'est ainsi que 
j'ai dém<Mitré la possibilité d'introduire des îomo^ 
iioas discontinues dans leurs iatégraks^ powrv 
que la discontinuité n'ait lien que poior les diffë* 
retttielles de l'ordre de ces équations , ou d'un 
«dre supérieur* Les résultats transcendans da 
caltcul sont comme toutes les abstractions de fen-- 
tendement , des signes généraux dont on ne 
peut connaitre la véritable étendue , qu'en re- 
montant par l'analyse n^aphysique aux idées 
élémentaires qui y ont conduit : ce qui pré^ 
sente souvent de grandes difficultés ; car l'esprit 
hnmaia en éprouve moins encore à se porter e» 
avant, qu'à se replier sur lui-même. 

La compaxaison des dilEerences infiniment pe« 
tites avec jles différences finies peut semblaUe- 
ment ipéfandre nn grand jour sur la métaphysi- 
que dd calcul infimtésimai. 

On prouve facilement que la difierence finie 
n*'""' d'une fonction , danslaqœlle l'accroissement 
da la variable est Ë, létant dmsée par la puis- 
sance n de E; le quotient réduit en série par 



SUA LES PROBABILITES. Bj 

rapport aux puissances de l'accroissement Ë , est 
formé d'un premier terme indépendant de E. A 
mesure que B diminue, la série approche de j^us 
en plus de ce premier terme y dont elle peut unsi 
ne différer que de quantités moindres que toute 
grandeur assignable. Ce terme est dionc la li- 
mite de la série , et H exprime dans le calcul 
âiSéc&a^l la idtfierence infiniment petite nf^ 
de la fdnctioa, divisée par la puissance n de l'ac- 
croisseaienl; infinimerit petit* 

En considérant soas ce point de Tue les diffi^ 
rences infiniment petites , on voit que les direrses 
opérations «du cdUnxl difierentiel reviennent à 
comparer e^Murément dans le déyeio{^ement 
d'expressions identiques , les termes fiuis ou in- 
dépesidans des accnoissemens des variaMes que 
l'on j?egaide comme mfiiiimenit petits ; ce qui 
est rigonr^oseaKaot exact, ces aonroissemens 
étaivt indéterminés. Ainsi le calcul différentiel a 
toute l'exactitude des autres /opérations aigébri-* 
ques. 

La même exactitude a lieu dans les applica- 
tions du calcul diffocentiel à la Géométrie et à 
la Mécanique. Si l'on conçoit une comité cou- 
pée par une sécante dans deux points voisins ; 
eu n^nmadat Ë l'intei*valle des ordonnées de ces 
deuK points^ £ sera raocroissement de l'abscisse 
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depuis la première jusqu'à la secoade ordonnée. 
D est facile de voir que Taccroissement corres- 
pondant de l'ordonnée sera le produit de E par 
la première ordonnée divisée par sa sous - sé- 
cante : en augmentant donc dans l'équation de 
la courbe, la première ordonnée, de cet accrois- 
sement ; on aura l'équation relative à la seconde 
ordonnée : la différence de ces deux équations 
sera une troisième équation qui développée par 
rapport aux puissances de E, et divisée par E, 
aura son premier terme indépendant de E, 
et qui sera la limite de ce développement. Ce 
terme égalé à zéro donnera donc la limite des 
sous - sécantes , limite qui est évidemment la 
sous-tangente. 

Cette manière singulièrement heureuse d*bb- 
tenir les sous-tangentes est due à Fermât qui l'a 
étendue aux courbes transcendantes. Ce grand 
géomètre exprime par la caractéristique E , l'ac- 
croissement de l'abscisse ; et en ne considérant 
que la première puissance de cet accroissement , 
il détermine exactement comme on le fait par le 
Calcul différentiel , les sous-tangentes des courbes, 
leurs points d'inflexion , les maxima et minima 
de leurs ordonnées, et généralement ceux des 
fonctions rationnelles. On voit même, par sa 
belle solution du problème de la réfraction de la 



SUR LES PROBABILITÉS. Sq 

lumière , insérée dans le Recueil des Lettres de 
Descartes y qu'il savait étendre sa méthode aux 
fonctions irrationnelles , en se débarrassant des 
irrationnalités, par l'élévation des radicaux aux 
puissances. On doit donc regarder Fermât comme 
le véritable inventeur du Calcul différentiel. 
Newton a depuis rendu ce Calcul plus analyti- 
que y dans sa Méthode des Fluxions ; et il en a 
simplifié et généralisé les procédés y par son beau 
théorème du binôme. Enfin y presqu'en même 
temps y Leibnitz a enrichi le Calcul différentiel y 
d'une notation qui en indiquant le passage du 
fini a l'infiniment petit , réunit à l'avantage d'ex- 
primer les résultats généraux de ce calcul^ celui 
de donner les premières valeurs approchées des 
différences et des sommes des quantités ; nota- 
tion qui s'est adaptée d'elle-même au calcul des 
différentielles partielles. 

On est souvent conduit à des expressions qui 
contiennent tant de termes et de facteurs y que 
les substitutions numériques y sont impratica- 
bles. C'est ce qui a lieu dans les questions de 
probabilité , lorsque l'on considère un grand 
nombre d'évènemens. Cependant, il importe 
alors d'avoir la valeur numérique des formules , 
pour connaître avec quelle probabilité , les ré- 
sultats que les évènemens développent en se 
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multipliant y sont indiqués. U importe surtout 
d'avoir la loi suivant laquée cette pn^Nditlité 
approclie sans cesse de la ceititude qu elle fim- 
rait par atteindre , si le nombre des ëveneBieiis 
devenait infini. Pour y parvenir, je conmiérai 
que les intégrales définies de difierentieUes mul- 
tipliées par des fiK^urs élevés à de grandes puis- 
sances y donnaient par l'intégration , des fmmules 
composées d'un grand nombre de termes et de 
ÊKTleuic. Cette remarque me fit naître Tidée de 
transformer dans de semblables intégrales , les 
««pressions compliquées de l'ansdjse , et les ist- 
tégraies des équations aux différences. J'ai rem- 
pli cet objet , par une méthode qui donne à la 
fois, la fonction comprise soos le signe intégrai ; 
et les limites de rint^[rati<m. Elle ofire cela de 
ffimarquable , savoir <}ue cette fonction est la 
fonction même génératrice des expressions et 
des 'équations proposées ; ce qui rattache cette 
méthode , à la théorie des fonctions génératrices 
donrt é&e est ainsi le complément. U ne s'agîsstait 
plus ensuite ; que de réduire l'intégrale définie, 
en série convei^ente. C'est ce que j'ai (^enu 
par un procédé qui feit converger la série , avec 
d'autant plus de rapidité, que la formule qu'elle 
représente , est plus compliquée ; en sorte qu'il 
est d'autant plus exact, qu'il devient plus néces- 
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saire. Le plus souvent , la série a pour facteur , 
la racine carrée du rapport de la circonférence 
au diamètre : quelquefois , elle dépend d'autres 
transcendantes dont le nombre est infini. 

Une remarque importante qui tient à la grande 
généralité de l'Aimljse , et qui permet d'étendre 
cette méthode^ aux formules et aux âjuations à 
différences , que la théorie des probabilités pré- 
sente le {dus fréquemment , est que les séries 
auxquelles on parvient en supposant réelles et 
positives, les limites des intégrales définies , ont 
également lieu dans le cas où l'équation qui dé- 
termine ces limites, n'a que des racines néga- 
tives ou imaginaires. Ces passages du positif au 
négatif, et du réel à l'imaginaire , dont j'ai le 
premier Élit usage, m'ont conduit encore aux va- 
leurs de pluaeurs intégrales définies singulières, 
que j'ai ensuite démontrées directement.* On 
peut donc considérer ces passages, comme un 
moyen de découverte , pareil à l'induction et à 
l'analogie employées depuis long-temps par les 
géomètres, d'abord avec une extrême réserve, 
ensuite avec une entière confiance; un grand 
nombre d'exemples en ayant justifié l'emploi. 
Cependant il est toujours nécessaire de confir- 
mer par des démonstrations directes , les résul- 
tats obtenus par ces divers moyens. 
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J ai aommé Calcul des Jonctions générai tices, 
Tensemble des méthodes précédentes : ce calcul 
sert de fondement à louvrage que j'ai publié 
sous ce titre , Théorie analytique des Probable 
liiés. n se rattache à Tidée simple d indiquer les 
multiplications répétées d une quantité par elle- 
même, ou ses puissances entières et positires, en 
écriyant vers le haut de la lettre qui l'exprime , 
les nombres qui marquent les degrés de ces 
puissances. Cette notation employée par Des- 
cartes dans sa Géométrie , et généralement adop- 
tée depuis la publication de cet important ou- 
vrage , est peu de chose , surtout quand on la 
compare à la théorie des courbes et des fonctions 
variables , par laquelle ce grand Géomètre a 
posé les fondemeos des calculs modernes*. Mais 
la langue de TAnalyse, la plus parfaite de toutes^ 
étant par elle-même , un puissant instiument à» 
découvertes; ses notations, lorsqu'elles sont né- 
cessaires et heureusement imaginées, sont autant 
de germes de nouveaux calculs. G est ce que cet 
exemple rend sensible. 

Wallis qui , dans son ouvrage intitulé jàrith- 
metica infinitorum y Tun de ceux qui ont le plus 
contribué aux progrès de l'Analyse , s'est atta- 
ché spécialement à suivre le fil de l'induction et 
de lanalogie , considéra que si Ton divise l'expo- 
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sant d'une lettre , par deux , trois, etc.; le quo- 
tient sera suivant la notation cartésienne , et 
lorsque la division est possible , l'exposant de 
la racine carrée, cubique, etc. , de la quantité 
que repn&ente la lettre élevée à l'exposant divi- 
dende. En étendant par analogie , ce résultat au 
cas où la division n'est pas possible ; il considéra 
une quantité élevée à un exposant fractionnaire , 
comme la racine du degré indiqué par le déno- 
minateur de cette fraction , de la quantité éle- 
vée à la puissance indiquée par le numérateur. 
Il observa ensuite, que suivant la notation car- 
tésienne , la multîpUcalion de deux puissances 
d'une même lettre, revient à ajouter leurs expo- 
sons , et que leiu* division revient à soustraire 
l'exposant de la puissance diviseur , de celui de 
la puissance dividende, lorsque le second de ces 
exposans surpasse le premier. Wallis étendit ce 
résultat, au cas où le premier exposant égale ou 
surpasse le second; ce qui rend la différence, 
nulle ou négative. Il supposa donc qu'un expo- 
sant négatif indique l'unité divisée par la quan- 
tité élevée au même exposant pris positivement. 
Ces remarques le conduisirent à intégrer géné- 
ralement les différentielles monômes ; d'où il 
conclut les intégrales définies d'un genre parti- 
culier de différentielles binômes dont l'exposant 
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est un nombre entier positif. En observant en- 
suite la loi des nombres qui expriment ces in-' 
t^rales; une série d'interpolations et d'induc- 
tions heureuses où Ton aperçoit le germe du 
calcul des intégrales définies , qui a tant exercé 
les géomètres, et l'une des bases de mya nouvelle 
Théorie des Probabilités , lui donna le rappcMt 
de la sur£ice du cercle au carré de scm diamètre^ 
exprimé par un produit infini qui , lorsqu'on 
l'arrête , resserre ce rapport dans des Ijnriîteg de 
plus eu plus rapprochées ; résultat l'un des plus 
singuliers de l'Analyse. Mais il est remarquable 
que Wallis qui avait si bien considéré les expo- 
sans fractionnaires des puissances radicales , ait 
continué de noter ces puissances, comme on 
l'avait fait avant lui. Newton, si je ne me trompe, 
employa , le premier, dans ses Lettres à Oldem- 
bourg, la notation de ces puissances, par des ex- 
posans fractionnaires. En comparant par la voie 
de l'induction dont Wallis avait £ait un si bel 
usage , les exposans des puissances du binôme i 
avec les coeffidens des termes de son dévdop- 
pement, dans le cas où cet exposant est entier 
et positif; il détermina la loi de ces coeffidens , 
et il Fétendit par analogie , aux puissances firac- 
tionnaires et négatives. Ces divers résultats fon- 
dés sur la notation de Descartes, montrent son 
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influence sur les progrès de l'Analyse. Elle a en- 
core l'avantage de donner l'idée la plus simple 
et la plus juste des logarithmes qui ne sont en 
effet ^ que les exposans d'une grandeur dont les 
puissances successives, en croissant par degrés 
infiniment petits , peuvent représenter tous les 
nombres. 

Mais l'extension la plus importante que cette 
notation ait reçue , est celle dçs exposans varia- 
bles ; ce qui constitue le calcul exponentiel , l'une 
des branches les plus fécondes de l'Analyse mo- 
derne, Leibnitz a indiqué , le premier, les trans- 
cendantes a exposans variables , et par-là , il a 
complété le système des élémens dont une fonc- 
tion finie peut être composée; car toute jGDnction 
finie explicite d'une variable , se réduit en der- 
nière analyse , à des grandeurs simples , combi- 
nées par voie d'addition, de soustraction, de 
multiplication et de division, et élevées à des 
puissances constantes ou variables. Les racines 
des équations formées de ces élémens , sont des 
fonctions implicites de la variable. C'est ainsi 
qu'une variable ayant pour logarithme , l'expo- 
sant de la puissance qui lui est égale dans la sé- 
rie des puissances du nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l'unité ; Je logarithme d'une va- 
riable, en est une fonction implicite. 

5 
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Leibnitz imagina de donner à sa caractérislk^ 
que difierentielle y les mêmes exposans qu'aux 
grandeurs ; mais alors, ces exposans^ au lieu d'îor* 
diquer les multiplications répétées d'une même 
grandeur^ indiquent les différentiations répétées 
d'une même fonction. Cette extension nouvelle 
de la notation cartésienne , conduisit Leibnitz à: 
l'analogie des puissances positives avec les diffé- 
rentielles , et des puissances négatives avec les 
intégrales. Lagrange a suivi cette analogie sin-* 
gulièpe, dans tous ses développemens ; et par une 
suite d'inductions, qui peut être regardée comme 
une des plus belles applications que l'on ait &ites- 
de la méthode d'induction y il est parvenu a de& 
formules générales aussi curieuses qu'utiles y sur 
les transformations des difiFérences et des inté^ 
grales les unes dans les autres j lorsque les va-*^ 
riables ont des accroissemens finis divers y et 
lorsque ces accroissemens sont infiniment petits» 
Mais il n'en a point donné les démonstration» 
qu'il jugeait difficiles. La théorie des fonction» 
génératrices étend à des caractéristiques quel^ 
conques y la notation: cartésienne : elle montre 
avec évidence , l'analogie -des puissances et des 
opérations indiquées par ces caractéristiques jenr- 
sorte qu'elle peut encore être envisagée comme 
le calcul exponentiel des caractéristiques. Toul^ 
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ce qfùi coiiCetTie les' séries et l'iiitégration dés 
éq^atîo^s aux différences , en découle avec une 
extrême facilité . %' * 



.r , 



A^PÏJCATIONS DO CALCUL DÈS PROBABILITÉS. 



*■ 



Des Jeux. 



Les combinaisons que les jeux présentent^ ont 
été l'objet des {premières recherches sur les pro- 
babilités. J)ans l'infinie variété de ces combi- 
naisons , plusieurs d'entre elles se prêtent avec 
facilité au calcul : d'autres exigent des calculs 
plus difficiles ; et les difficultés croissant à me- 
sure que les combinaisons deviennent plus com- 
pliquées, le désir de les surmonter et la curiosité 
ont excité les géomètres à perfectionner de plus 
en plus, ce genre d'analyse. On a vu précédem- 
ment que l'on pouvait facilement déterminer 
par la théorie des éombinaisons , les bénéfices 
d'ufie loterie. Mais il est plus difficile de savoir 
en combien de tirages on peut parier un contre 
un f par eitemple , que tous les numéros seront 
sortis, n étant le nombre des numéros , r celui 
des numéros sortans à chaque tirage, et i le 
nombre inconnu de tirages; l'expression de la 
probabilité de la sortie de tous les numéros , 

5.. 
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dépend de la différence finie n^' de la puis- 
sance / d'un produit de r nombres consécutife. 
Lorsque le nombre n est considérable , la re- 
cherche de la valeur de / , qui rend cette proba- 
bilité égale à \ y devient impossible ^ à moins 
qu'on ne convertisse cette différence , dans une 
série très convergente. C'est ce que l'on fait heu- 
reusement par la méthode ^ - dessus indiquée 
pour les approximations des fonctions de très 
grands nombres. On trouve ainsi que la loterie 
étant composée de dix mille numéros dont un 
seul sort à chaque tirage ; il y a du désavantage 
à parier un contre un, que tous les numéros 
sortiront dans 95767 tirages, et de l'avantage à 
faire le même pari pour 95768 tirages. A la lo- 
terie de France , ce pari est désavantageux pour 
85 tirages , et avantageux pour 86 tirages. 

Considérons encore deux joueurs A et B jouant 
ensemble à croiœ ou pile , de manière qu'à cha- 
que coup, si croix arrive, A donne un jeton à 
B qui lui en donne un, si pile arrive : le nom- 
bre des jetons de B est limité ; celui des jetons 
de A est illimité ; et la partie ne doit finir que 
lorsque B n'aura plus de jetons. On demande en 
combien de coups, on peut parier un contre un , 
que la partie sera terminée. L'expression de la 
probabilité que la partie sera terminée dans un 
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nombre i de coups ^ est donnée par une suite qui 
renferme un grand nombre de termes et de fac- 
teurs , si le nombre des jetons de B est considé- 
rable ; la recherche de la valeur de l'inconnue i 
qui rend cette suite égale à ^ , serait donc alors 
impossible^ si Ton ne parvenait pas à réduire 
la suite dans une série très convergente. En lui 
appliquant la méthode dont on vient de parler , 
on trouve une expression fort simple de l'incon- 
nue, de laquelle il résulté que si , par exemple, 
B a cent jetons; il y a un peu moins d'un contre 
un à parier que la partie sera finie en 25780 
coups , et un peu plus d'un contre un à parier 
qu'elle sera finie dans ^SySi coups. 

Ces deux exemples joints à ceux que nous 
avons déjà donnés , suffisent pour faire voir 
comment les problèmes sur les jeux ont pu con- 
tribuer à la perfection de l'Analyse. 

Des inégalités inconnues qui peuvent exister 
entre Tes chances que Von suppose égales. 

Les inégalités de ce genre ont sur les résultats 
du calcul des probabilités, une influence sensi- 
sible qui mérite une attention particulière. Con- 
si4érons le jeu de croix ou pile ^ et supposons 
qu'il soit également facile d'amener l'une ou 
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lautrc face de la pièce. Alors la pipbabilité da- 
meaer croijc au premier coup est | , et cellie de 
l'amener deux fois de suite ^ est ^. Mais s'il isàd^ 
dans la pièce ^ une inégalité qui fasse pa^ifiltre 
une des faces plutôt que l'autre ^ sans que Top 
connaisse quelle est la face favorisée par cette 
inégalité ; la probabilité d'amener croïx au pre- 
mier coup sera toujours \ ; parce que dans Tigiio- 
rance où l'on est de la face que cette inégalité 
favorise ^ autant la probabilité de l'évèneipent 
simple est augmentée^ si cette inégalité lui est fa- 
vorable , autant elle est diminuée j si l'inégalité 
lui est contraire. Mais dans celte ignorance 
même , la probabilité d'amener croix deux fois 
de suite , est augmentée. En effet, cette proba- 
bilité est celle d'amener croix au premier coup , 
multipliée par la probabilité que l'ayant amdié 
au premier coup^ on l'amènera au second; or 
son arrivée au premier coup est un motif de 
croire que l'inégalité de la pièce le favorise ; K- 
négalité inconnue augmente donc alors la pro- 
babilité d'amener croix au second coup ; elle 
accroît par conséquent le produit des deux pro- 
babilités. Pour soumettre cet objet au calcul ^ 
supposons que cette inégalité augmente d'un 
vingtième , la probabilité de l'événement simple 
qu'elle favorise . Si cet événement est croix y sa 
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probabilité sera ^ plus r? ou 7^, et la probabilité 
de l'ameuinr deux fois de suite , sera le carré de 
— ou ^. Si révènement favorisé est pile ^ la 
probabilité de croix sera 1 moins t^om ^ , et la 
probabilité de l'amener deux fois de suite sera 
:^ . Gonune on n'a d'avance , aucune raison de 
croire que l'inégalité- favorise l'un de ces évène- 
mens ^plutôt que l'autre; il est clair que pour 
avour la probabilité de l'événement composé 
croix lôYoiXy il faut ajouter les deux probabilités 
précédentes^ et prendre la moitié de leur somme ; 
ce qui donne -^ pour cette probabilité qui sur- 
passe ~ , de ■— ou du carré de l'accroissement 
^ que l'inégalité ajoute à la possibilité de l'évé- 
nement qu'elle favorise. La probabilité d'amener 
pUe pile est pareillement ^ ; mais les probabi- 
lités d'amener croix pile , ou pile croix ne sont 
chacune , que ;^ ; car la somme de ces quatre 
probabilités^ doit égaler la certitude ou l'unité. 
On trouve ainsi généralement que les causes con- 
stantes et inconnues qui favorisent les évènemcns 
simples que l'on juge également possibles , ac- 
croissent toujours la probabilité de la répétition 
, d'un même événement simple. 

D&ns un nombre pair de coups ^ croix et pile 
doivent arriver tous deux , ou un nombre pair 
ou un nombre impair de fois. La probabilité de 
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chacun de ces cas est 7, si les possibilités des 
deux faces sont égales; mais s'il existe entre 
elles ^ une inégalité inconnue, cette inégalile est 
toujours Êivorable au premier cas. 

Deux joueurs dont on suppose les adresses 
égales y jouent avec les conditions qua chaque 
coup, celui qui perd, donne un jeton à son ad-> 
Tersaire^ et que la partie dure, jusqu^à ce que Fun 
des joueurs n^ait plus de jetons. Le calcul des 
piobalùlités nous montre que pour F^alité du 
jeu y les mises des joueurs doivent être en raison 
îayerse de leurs jetons. Mais s*il existe entre leurs 
adresses y une petite inégalité inconnue; elle fa- 
vorise celui des joueurs , qui a le plus petit nom- 
bre de jetons. Sa probabilité de gagner la par- 
tie augmente , si les joueurs couviennent de 
doubler, de tripler leurs jetons ; et elle serait \ 
ou la même que la prc^>abilité de lautre joueur, 
dans le cas où les nombres de leurs jetons de- 
viendraient infinis, en conservant toujours le 
même rapport. 

Ou peut corriger Tinfluence de ces inégalités 
inconnues, en les soumettant elles-mêmes aux 
chances du hasard. Ainsi au jeu de croix ou pUe^ 
si 1 on a une seconde pièce que Ton projette cha- 
que fois avec la première ; et que Ion convienne 
de nommer constamment croijc , la face amenée 
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par cette seconde pièce ; la probabilité d'amener 
croijc deux fois de suite ^ avec la première pièce, 
approchera beaucoup plus d'un quart , que dans 
le cas d une seule pièce. Dans ce dernier cas , 
la différence est le carré du petit accroissement 
de possibilité que l'inégalité inconnue donne à 
la face de la première pièce , qu'elle favorise : 
dans l'autre cas , cette différence est le quadru- 
ple produit de ce carré , par le carré correspon- 
dant relatif à la seconde pièce. 

Que l'on jette dans une urne , cent numéros 
depuis un jusqu'à cent , dans Tordre de la numé^ 
ration , et qu'après avoir agité l'urne , pour mê- 
ler ces numéros , on en tire un ; il est clair que 
si le mélange a été bien fait , les probabilités de 
sortie des numéros , seront les mêmes. Mais si 
l'on craint qu'il n'y ait entre elles , de petites dif- 
férences dépendantes de l'ordre suivant lequel 
les numéros ont été jetés dans l'urne ; on dimi- 
nuera considérablement ces différences , en je- 
tant dans une seconde urne, ces numéros suivant 
leur ordre de sortie de la première urne , et en 
agitant ensuite cette seconde urne pour mêler 
ces numéros. Une troisième urne , une qua- 
trième, etc., diminueraient de plus en plus ces 
différences déjà insensibles dans la seconde urne« 
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Des Lois de la Probabilité ^ qui résultent de la 
multiplication indéfinie des ésfènemens. 

Au milieu des causes variables et inconnues 
que nous comprenons sous le nom de hasard ^ 
et qui rendent incertaine et irregulière^ la marche 
des évènemens; on voit naître à mesure qu'ils se 
multiplient ^ une régularité frappaiïte qui senoblé 
tenir à un dessein^ et que l'on a considérée 
cpipme une preuve de la providence. Mais en 
y réfléchissant 9 on reconnaît bientôt que cette 
r^ularité n'est que le développement des possi-^ 
bilités respectives des évènemens simples qui doi- 
vent se présenter plus souvent, lorsqu'ils sont 
plus probables. Concevons , par exemple , une 
urne qui renferme des boules blanches et des 
boules noires; et supposons qu'à chaque fois que 
l'on en tire une boule , on la remette dans l'unie 
pour procéder à un nouveau tirage. Le rapport 
du nombre des boules'' blanches extraites , au 
nombre des boules noires extraites , sera le plus 
souvent très irrégulier dans les premiers tirages; 
mais les causes varialdes de cette irrégulmité , 
produisent des effets alternativement favorables 
et contraires à la marche régulière des évènemens, 
et qui se détruisant mutuellement dans l'ensemble 
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d un grand nombre de tirages^ laissent de plus ei^ 
{dus apercevoir le rapport de3 boules blanches 
aux boiiles noires contenues dans Turn^e^ ou les 
possibilités respectives d'en extraire une boule 
blanche ou une boule noire à chaque tirage. P0 
là résulte le théorème suivant. 

La probabilité que le rapport du nombre des 
boules blanches extraites , au nombre total des 
boules sorties , ne s'écarta pas au-delà d'un in- 
tervalle donnée du rapport du nombre des boules 
blanches, a^ nombre total des boules contenues 
d^ms l'urne , approche indéfiniment de la certi- 
tude, par la multiplication indéfinie des évène- 
mens^ quelque petit que l'on suppose cet in- 
tervalle. 

(h théorèiçe indiqué par le bon sens, était 
difficile à démontrer par l'Analyse. Aussi l'illus- 
tre géomètre Jacques Bemouilli qui s'en est oc-^ 
cupé le premier, attachait-il une grande impor- 
tance à la démonstration qu'il en a donnée. Le 
calcul des fonctions génératrices , appliqué à cet 
objet, non-seulement démontre avec facilita jCe 
théorème; mais de plus il donne la probabilité 
que le rapport des évènemens observés , ne s'é-: 
car^ que dans certaines limites , du vrai rapport 
de leurs possibilités respectives. 

On peut tirer du théorème précédent , cette 
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conséquence qui doit être regardée comme une 
loi générale , savoir j que les rapports des effets 
de la nature ^ sont à fort peu près constans , 
quand ces effets sont considérés en grand nom- 
bre. Ainsi^ malgré la variété des années^ la somme 
des productions pendant un nombre d'années 
considérable , est sensiblement la même; en sortç 
que l'homme , par une utile prévoyance , peut se 
mettre à l'abri de l'irrégularité des saisons , en 
répandant également sur tous les temps^ les biens 
que la nature distribue d'une manière. inégale. Je 
n'excepte pas de la loi précédente ^ les effets dus 
aux causes morales. Le rapport des naissances 
annuelles à la population , et celui des mariages 
aux naissances , n'éprouvent que de très petites 
variations : à Paris, le nombre des naissances an- 
nuelles est à peu près le même; et j'ai ouï dire 
qu'à la poste f dans les temps ordinaires, le nom- 
bre des lettres mises au rebut par les défauts dies 
adresses, change peu, chaque année; ce qui a 
été pareillement observé à Londres. 

Il suit encore de ce théorème , que dans une 
série d'évènemens , indéfiniment prolongée, l'ac- 
tion des causes régulières et constantes doit l'em- 
porter à la longue , sur celle des causes irrégu- 
lières. C'est ce qui rend les gains des loteries, aussi 
certains que les produits de l'agriculture ; les 
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chances quelles se réservent, leur assurant un 
bénéfice dans l'ensemble d'un grand nombre de 
mises. Ainsi des chances favorables et nombreuses 
étant constamment attachées à l'observation dejs 
principes éternels de raison, de justice et d'hu- 
manité, qui fondent et maintiennent les sociétés ; 
il y a grand avantage à se conformer à ces prin- 
cipes , et de graves inconvéniens à s'en écarter. 
Que l'on consulte les histoires et sa propre ex- 
périence ; on y verra tous les faits venir à l'ap- 
pui de ce résultat du calcul. Considérez les heu- 
reux effets des institutions fondées sur la raison 
et sur les droits naturels de Thomme , chez les 
peuples qui ont su les établir et les conserver. 
Considérez encore les avantages que la bonne foi 
a procurés aux gouvememens qui en ont fait ]a 
base de leur conduite , et comme ils ont été dé- 
dommagés des sacrifices qu'une scrupuleuse exac- 
titude à tenir ses engagemens , leur a coûtée. 
Quel imnaense crédit au dedans ! quelle prépon- 
dérance au dehors ! Voyez au contraire , dans 
quel abîme de malheurs, les peuples ont été 
souvent précipités par l'ambition et par la perfi- 
die de leurs chefs. Toutes les fois qu'une grande 
puissance enivrée de l'amour des conquêtes , as- 
pire à la domination universelle ; le sentiment de 
l'indépendance produit entre les nations mena- 
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d'autre , des possibilités qui donnent au passé , 
le plus de vraisemblance : l'autre approximation 
se rapporte à la probabilité que ces possibilités 
tombent dans ces limites. La répétition de Févè- 
nement composé accroît de plus en plus cette 
probabilité , les limites restant les mêmes : elle 
resserre de plus en plus l'intervalle de ces limites; 
la probabilité restant la même : dans l'infini, cet 
intervalle devient nul, et la probabilité se change 
en certitude. 

Si l'onP'applique ce théorème , au rapport des 
naissances des garçons à celles des filles , observé 
dans les diverses contrées de YEuroçe ; on trouve 
que ce rapport, partout à peu près égal à celai 
de 22 k 21 , indique avec une extrême probabi- 
lité , une plu^ grande facilité dans les naissances 
des garçons. En considérant ensuite qu'il est le 
même à Naples et à Pétersbourg , on verra qu'à 
cet égard, l'influence du climat est insensible. 
On pouvait donc soupçonner contre l'opinion 
commune, que cette supériorité des naissances 
masculines subsiste dans l'Orient même. J'avais 
en conséquence invité les savans français envoyés 
en Egypte , à s'occuper de cette question inté- 
ressante ; mais la difficulté d'obtenir des rensei- 
gnemens précis sur les naissances , ne leur a pas 
permis de la résoudre. Heureusement , M. de 
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Humboldt n a poûit négligé cet objet dans l'im- 
men^té des choses nouvelles qu'il a observées et 
recueillies en Amérique, avec tant de sagacité^ 
de constance et de courage. Il a retrouvé entre 
les ti^opiques, le même rapport des naissances 
des garçons à celles des filles , que Ton observe 
à' Paris; ce qui doit faire regarder la supério- 
rité des ^aissanceâ masculines, comme une loi 
générale de l'espèce humaine. Les lois que sui- 
vent à cet égard , les diverses espèces d'ani- 
maux, me paraissent dignes de Fattention des 
naturalistes. ' , 

Le rapport des naissances des garçons à celles 
des filles, différant très peu de l'unité; des nom- 
bres même assez grands de naissances observées 
dans un lieu , pourraient oflrir à cet égard , un 
résultat contraire à la loi gljnérale, sans que l'on 
fût en droit d'en conclure que cette loi n'y existe 
pas. Pour tirer celte conséquence, il faut em- 
ployer de irès grands nombres , et s'assurer 
qu'elle est indiquée avec une grande probabilité. 
Buffon cite , jpar exemple , dans son Arithméti- 
que politique , plusieurs conununes de Bourgo- 
gne , 'OÙ les naissances des filles ont surpassé 
celles des garçons. Parmi ^ces communes, celle 
de Carcell«-le - Gx'ignon présente sur 4oog nais- 
sances pendant cinq années, 1026 filles et g85 
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garçons. Quoique ces nombres soient colisidéra- 
Mes j cependant ils n'indiquent une plus grande 
possilnlité dans les naissances des filles ^ qu'avec 
la probabilité ~ ; et cette probabilité plus petite 
que celle de iie pas amener croix tpiatre fois de 
suite 9 au. jeu de croix ou pile^ n'est pas CRiffi- 
satite pour rechercher la cause de cette anomalie 
qui, selon toute . vrais^nablance , disparaîtrait, si 
l'on suivait, pendant un siècle, les naissances 
dans cette commune. 

Les registres des naissances, que Ton tient avec 
soin pour assurer l'état des citoyens, peuvent 
servir à déterminer la population d'un grand 
empire , sans recourir au dénombrement de sies 
habitans, opération pénible et difficile k faire 
avec exactitude. Mais il faut pour cela, connaître 
le rapport de la po^idation aux naissances an- 
nuelles. Le moyen d'y parvenir, le plus précis, 
consiste i** à choisir dans l'empire , des départe- 
mens distribués d'une manière à peu près é^t 
sur toute sa surfece , afin de rendre le résultat 
général , in4épendant des circonstances locales ; 
2** à dénombrer avec soin, pour une époqbe 
donnée, les habitans de plusieurs communé^dans 
chacun de ces départemens ; 3" à déterminer par 
le relevé ies naissances durant plusieurs années 
qui précèdent et suivent cette époque, le nombre 
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moyen correspondant des naissances annuelles. 
Ce.nonfibre divisé par celui des habitans, don- 
nera le rapport dies naissances annuelles à la po- 
pulation f d!une maifi^ixe d'autant plus sure , que 
le flenombrement sera plus considérable. Le 
gouvernement convaincu de l'utilité d'un sem- 
blable dénombrement , a bien voulu en ordon- 
ner r-exécTftion , à ma?^prière. Dans trente dépar- 
temens répandus également sur toute la France , 
on a fait choix des communes qui pouvaient 
feufnir les renseignemens les plus précis. Leiu-s 
^énonibï^mens ont donné soSyôiS individus 
pour la somme totale de leurs habitans au 25 
septembre 1802. Le relevé des naissances dans 
-ces communes pendant '^ les années 1800, 1801 
et 1 802 , a donné 



Naissances. 

iio3ï2 garçqns 
106287 filles. 



Mariages. 
46037 . 



Décès. 

io3659 hommes. 
99445 femmes. 



Le rapport de la population aux naissances 
amiuelles est donc 28 ,Vo*<?oVo = il est plus grand 
qu'on ne l'avait estimé jusqu'ici. En multipliant 
pafr ce rapport, le nombre des naissances an- 
nuelles en France ; on aura la population de ce 
royaume. Mais quelle estja probabilité que la 

6.. 
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population ainsi déterminée , ne s écartera pas 
de la véritable, au-delà d'une limite donnée? En 
résolvant ce problème , et appliquant à sa solu-: 
tion , les données précédentes; j'ai trouvé (fae 
le nombre des naissances aânuelles en France , 
étant supposé d'un million , ce qui porte sa po- 
pulation à 28352845 habitans, il y a proB de trois 
cent mille à parier contre un, que l'orreur^de ce. 
résultat n'est pas d'un demi-million. 

Le rapport des naissances des garçons à celles 
des filles , qu'oflFre le relevé précédent , est celui 
de 22 k 21 ; et les mariages sont aux. naissances , 
comme trois est à quatorze. * 

A Paris, les baptêmes des enfans des deux 
sexes s'écartent un peu du rapport de 22 a 2i. 
Depuis 1 745 , époque à laquelle on a commencé 
à distinguer les sexes sur les registres des nais- 
sances, jusqu'à la fin de 1784, on a baptise, 
dans cette capitale , SgSSSô garçons et 37755^ 
filles. Le rapport de ces deux nombres est à peu 
près celui de 25 à 24 ; il paraît donc qu'à Pa- 
ris , une cause particulière rapproche de Féga- 
lité, les baptêmes des deux sexes. Si l'on applique 
à cet objet, le calcul des probabilités ; on trouve 
qu'il y a 238 à parier contre un, en faveur* de 
l'existence de cette cause , ce qui suffit pour en 
autoriser la recherche. En y réfléchissant, il ih'a 
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paru que Jia différence observée tient à ce que 
les , parens de la campagne et des provinces ^ 
trouv]Êuit quelque avantage à retenir près d'eux 
les garçons ^ en avaient envoyé a l'Hospice des 
Enfdns - Trouvés de Paris , moins relativement 
aux fîUes j que suiyant le rapport des naissances 
des deux sexes. C'est ce que le relevé des re- 
gistres^ de cet hospice m'a prouvé. Depuis le 
commencement de 1745 jusqu'à la fin de 1809, 
il y est entré i634gg garçons, et i594o5 filles. 
Le premier de ces nombres n'excède que d'im 
trente-huitième , le second qu'il aurait dû sur- 
passer au moins d'un vingt-quatrième. Ce qui 
confirme l'existence de la cause assignée , c'est 
qo^n n'ayant point égard aux enfans trouvés , 
le rapport des naissances des garçons à celles 
des filles, est à Paris, celui de 22 à 21. 

Les résultats précédens supposent que l'on 
peut assûniler les naissances, aux tirages des bou- 
les d'une urne qui renferme une infinité de boules 
blanches et de boules noires mêlées de manière 
qu'à chaque tirage, les chances de sortie soient 
les mêmes pbur chaque boule ; mais il est pos- 
sible que les variations des mêmes saisons dans 
les diverses années , aient quelque influence sur 
le rapport annuel des naissances des garçons à 
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celles, des filles. Le Bureau des Longitudes de 
France publie^ chaque année^ dans son Annuaire, 
le tableau du mouvement annuel de la po^fnila- 
tien du royaume. Les tableaux déjà publiés 
commencent à 1817 : dans cette année et dans 
les cinq suivantes, il est né :296236i garçons et 
2781997 filles; ce qui donne à fort peu près -f 
pour le rapport des naissances des garçons à 
celles des filles. Les rapports de chaque année 
s'éloignent peu de ce résultat moyen : le plus 
petit rapport est celui de 1822 , où il n a été que 
tIj le plus grand est de Tannée 1817, où il i 
égalé j\. Ces rapports s'écartent sensiblement du 
rapport ff trouvé ci-dessus. En appliquant à cet 
écart, Fanalyse des probabilités, dans l'h; 
thèse de l'assimilation des naissances, aux 
des boules d'une urne ; on trouve qu'il serait très 
peu probable. Il paraît donc indiquer que cette 
hypothèse , quoique fort approchée , n'est pas ri- 
goureusement exacte. Dans le nombre des nais-* 
sauces que nous venons d'énoncer, il y a en en- 
fans naturels, 200494 garçons et 190698 filles. Le 
rapport des naissances masculines et féminines a 
donc été à leur égard ff , plus petit que le rap^ 
port moyen ff. Ce résultat est dans le même sens 
que celui des naissances des enfhns trouv.^s ; et il 
semble prouver que dans la classe des euÈûas ria- 
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turels , les naiafances des deux sexes approchent 
plus d'être égales , que dans la dasse des enfans 
légitimes. La différence des climats du nord au 
midi de^ la France ne paraît pas influer sensi- 
blement sur le rapport des naissances des gar- 
çons et des filles. Les trente départemens les plus 
méridionaux ont donné ff pour ce rapport , 
comme pour la France entière. 

La constÉWe de la supériorité des naissances 
des garçons sur celles des filles , à Paris et à Lon- 
dres , depuis qii on les observe , a paru à quel- 
ques sayans^ être une preuve de la providence 
sans laquelle ils ont pensé que les causes irrégu- 
Hères qui troublent sans cesse la marche des évè- 
nemens, aurait dû plusieurs fois^ rendre les 
naissances annuelles des filles^ supérieures à celles 
des garçons. 

Mais cette preuve est un nouvel exemple de 
Fabus que l'on a fait si souvent des causes finales 
qui disparaissent toujours par un examen appro- 
fondi des questions^ lorsqu'on a les données né- 
cessaires pour les résoudre. La constance dont 
ii^s'^t^ est un résultat dés causes régulières qui 
dbnnent'ia supériorité aux naissances des gar- 

* çOna^9 et qui Femportent siy les anomalies dues 

• au hasard , lorsque le nombre des naissances an- 
nuelles est considérable. La recherche de la pro- 
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habilité que cette constance se maintiendra pen- 
dant un long espace de temps^ appartient à cette 
branche de l'Analyse des hasards qui remonte 
des érènemens passes ^ à la probabilité des érè- 
nemens futurs; et il en résulte qu'en "fiàitaût 
des naissances observées depuis 174^ jusqu'en 
17841 il y A p^ de quatre à parier contre un^ 
qu'à Paris les naissances annuelles des garçmis 
surpasseront constamment pendant <«ii siècle, les 
naissances des filles; il n'y a donc aucune raison 
de s'étonner que cela ait eu lieu pendant un 
demi-siède. r 

Donnons encore un exemple du développeinent 
des rapports constans que les évènemens pré- 
sentent, à mesure qu'ils se multiplient. Conce- 
vons une série d'urnes disposées circulairement, 
et renfermant , chacune , un très grand nombre 
de boules blanches et de boules noires : les rap* 
ports des boules blanches aux noires , dans ces 
urnes, pouvant être très différens à l'originie, et 
tels, par exemple, que lune de ces urnes ne 
renfierme que des boules blanches , tandis qu'une 
autre ne contient que des boules noires. Si ï(^ 
tire une boule de la première urne ,>.pour Jar^ 
mettre dans la seconde ; qu'après avpir agité oânf^ 
seconde urne , afin de bien mêler la boule ajip»- 
tée^ avec les autres^ on en tire une boule pour 
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la mettre dans la ti^oisième urne , et ainsi de 
suite jusqu'à la dernière urne dont on extrait 
une boule pour la mettre dans la première ; et 
que l'on recommence indéfiniment cette série de 
tirages ; l'Analyse des probabilités nous montre 
que les rapports des boules blanches aux noires , 
dans ces urnes , finiront par être les mêmes et 
égaux au rapport de la somme de toutes les bou- 
les blanches^ à la somme de toutes les boules 
noires contenues dans les urnes. Ainsi par ce 
mode régulier de changement , l'irrégularité pri- 
mitive de ces rapports disparaît à la longue pour 
faire place à Tordre le plus simple. Maintenant 
si entre ces urnes , on en intercale de nouvelles 
dans lesquelles le rapport de la somme des boules 
blanches ^ à la somme des boules noires qu'elles 
contiennent^ difiere du précédent; en continuant 
indéfiniment^ sur l'ensemble de ces urnes^ les ex- 
tractions que, nous venons d'indiquer; l'ordre sim- 
ple établi dans les anciennes urnes sera d'abord 
troublé , et les rapports des boules blanches aux 
boules noires deviendront irréguliers; mais peu 
à peu cette irrégularité disparaîtra pour faire 
place à un nouvel ordre qui sera enfin celui de 
l'égalité des rapports des boules blanches aux 
boules noires contenues dans les urnes. On peut 
étendre ces résultats, à toutes les combinaisons 
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de la uature , dans lesquelles les forces constantes 
dont leurs élémens sont animés , établissent des 
modes réguliers d'action , propres à faire édore 
du sein même du chaos , des systèmes régis par 
des lois admirables. 

Les phénomènes qui semblent le plus dépendre 
du hasard , présentent donc en se multij^ant , 
une tendance à se rapprocher sans cesse ^ de rap- 
ports fixes ; de manière que si l'on ccmçoît de 
part et d'autre de chacun de ces rapports^ nn in- 
tervalle aussi petit que l'on voudra , la probabi- 
lité que le résultat moyen des observations tombe 
dans cet intervalle , finira par ne différer de la 
certitude , que dWe quantité au - dessous de 
toute grandeur assignable. On peut ainsi par le 
calcul des probabilités^ appliqué à un grand 
nombre d'observations, reconnaître l'existence 
de ces rapports* Mais avant que d'en rechercher 
les causes , il est nécessaire , pour ne point s'é* 
garer dans de vaines spéculations , de s'assurer 
qu'ils sont indiqués avec une probabilité qui qe 
permet point de les regarder comme des anoma- 
lies dues au hasard. La théorie des fonctions gé- 
nératrices donne une expression très simple de 
cette probabilité , que l'on obtient en intégrant 
le produit de la différentielle de la quantité dont 
le résultat déduit d'un grand nombre d'observa- 
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lions s écarte de la vérité, par une constante 
moindre que l'unité , dépendante de la nature 
du problème, et élevée à une puissance dont 
l'exposant est le rapport du carré de cet écart, 
au nombre des observations. L'intégrale prise 
entre des limites données, et divisée p&r la même 
intégrale étendue à l'infini positif et négatif, ex- 
primera la probabilité que l'écart de la vérité , 
est compris entre ces limites. Telle est la loi gé- 
nérale de la probabilité des résultats indiqués par 
un grand nombre d'observations. 

« 
application du Calcul des Probabilités^ à la 

Philosophie naturelle. 

lies phénomènes de la nature sont le plus sou- 
vent , enveloppés de tant de circonstances étran- 
gères , un si grand nombre de causes perturba- 
trices y mêlent leur influence ; qu'il est très 
difficile de les reconnaître. On ne peut y parve- 
nir, qu'en multipliant les observations ou les 
expériences, afin que les effets étrangers venant 
à se détruire réciproquement, les résultats moyens 
mettent en évidence ces phénomènes et leurs élé- 
mens divers. Plus les observations sont nom- 
breuses, et moins elles s'éirarteût entre elles; 
plus leurs résultats approchent de la vérité. On 
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remplit cette dernière condition , par le choix 
des méthodes d'observation , par la précision des 
instrumens^ et par le soin que Ton met à bien 
observer : ensuite , on détermine par la théorie 
des probabilités y les résultats moyens les plus 
avantageux y ou ceux qui donnent le moins de 
prise à l'erreur. Mais cela ne suffit pas ; il est de 
plus , nécessaire d'apprécier la probabilité que 
les erreurs de ces résultats sont comprises dans 
des limites données : sans cela , on n'a qu'une 
connaissance imparfaite du degré d'exactitude , 
obtenu. Des formules propres à ces objeft, sont 
donc un vrai perfectionnement de la méthode 
des sciences, et qu'il est bien important d'ajou- 
ter à cette méthode. L'analyse qu'elles exigent; 
est la plus délicate et la plus difficile de la théo- 
rie des probabilités : c'est un des principaux ob- 
jets de l'ouvrage que j'ai publié sur cette théo- 
rie , et dans lequel je suis parvenu à des formules 
de ce genre , qui ont l'avantage remarquable 
d'être indépendantes de la loi de probabilité des 

4." 

erreurs , et de ne renfermer que des quantités 
données par les observations mêmes ^ et par leurs 
expressions. 

Chaque observation a pour expression analy- 
tique , une fonction des élémens que l'on veut 
déterminer; et si ces élémens sont à peu près 
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connus , cette fonction devient une fonction li- 
néaire de leurs corrections. En l'égalant à l'ob- 
servation même, on forme ce que l'on nomme 
équation de condition. Si l'on a un grand nombre 
d'équations semblables y on les combine de ma- 
nière à obtenir autant d'équations finales^ qu'il y 
a d'élémens dont on détermine ensuite les correc- 
tions y en résolvant ces équations. Mais quelle est 
la manière la plus avantageuse de combiner les 
équations de condition, pour obtenir les équa- 
tions finales ? Quelle est la loi de probabilité des 
erreurs dont les élémens que l'on en tire, sont 
encore susceptibles? c'est ce que la théorie des 
probabilités fait connaître. La formation d'une 
équation finale au moyen des équations de con- 
dition, revient à multiplier chacune de celles-ci , 
par un facteur indéterminé, et à réunir ces pro- 
duits; il faut donc choisir le système de facteurs, 
qui donne la plus petite errçur à craindre. Or il 
est visible que si l'on multiplie les erreurs possi- 
bles d'un élément , par leurs probabilités respec- 
tives ; le système le plus avantageux sera celui 
dans lequel la somme de ces produits , tous pris 
positivement, est un minimum.; car une erreur 
positive ou négative doit être considérée comme 
une perte. En formant donc cette somme de 
produits , la condition du minimum déterminera 
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le système de facteurs qu'il convient d adopter , 
ou le système le plus avantageux. On trouve 
ainsi que ce système est celui des coefBciens des 
ëlëmens^ dans chaque équation de condition; en 
sorte que Ton forme une première équation fi- 
nale, en multipliant respectivement chaque équat- 
tion de condition, par son coefficient du pre- 
mier élément , et en réunissant toutes ces équa- 
tions ainsi multipliées. On forme une seconde 
équation finale, en employant de même, les 
coefiiciens du second élément , et ainsi de «uite. 
De cette manière, les élémens et les lois des 
phénomènes , renfermés dans le recueil d'un 
grand nombre d'observations, se développent 
avec le plus d'évidence. 

La probabilité des erreurs que chaque élé- 
ment laisse encore a craindre , est proportion- 
nelle au nombre dont le logarithme hyperboli- 
que est l'unité , élevé à une puissance égale au 
carré de Terreur, pris en moins , et multiplié 
par un coefficient constant qui peut être consi- 
déré comme le module de la probabilité des er- 
reurs ; parce que l'erreur restant la même , sa 
probabilité décroît avec rapidité quand il aug- 
mente ; en sorte que l'élément obtenu pèse , si 
je puis ainsi dire, vers la vérité, d'autant plus^ 
que ce module est plus grand. Je nommerai 
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par cette raison , ce module , poids de rélémeni 
ou du résultat. Ce poids est le plus grand pos- 
sible dans le système de facteurs , le plus avan- 
tageux ; c'est ce qui donne à ce système y la 
supériorité sur les autres. Par une analogie re- 
marquaUe de ce poids , avec ceux des corps 
comparés à leur centre commun de gravité , il 
arrive que si un même élément est donné par 
divers systèmes composés, chacun, d'un grand 
nombre d'observations ; le résultat moyen le 
plus avantageux de leur ensemble est la somme 
des produits de chaque résultat partiel , par son 
poids , cette somme étant divisée par celle de 
tous les poids. De plus , le poids total du résul- 
tat des divers systèmes, est la somme de leurs 
poids partiels; en sorte que la probabilité des 
erreurs du résultat moyen de leur ensemble , est 
proportionnelle au nombre qui a l'unité pour 
logarithme hyperbolique, élevé à une puissance 
égale au carré de l'erreur, pris en moins, et 
multiplié par la somme de tous les poids. Cha- 
que poids dépend , k la vérité , de la loi de pro- 
babilité des erreurs de chaque système , et pres- 
que toujours cette loi est inconnue ; mais je 
suis heureusement parvenu à éliminer le Êicteur 
qui la renferme , au moyen de la somme des 
carrés des écarts des observations du système , 
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de leur résultat moyen. Il serait donc à désirer^ 
pour compléter nos connaissances sur les résul-» 
tats obtenus par l'ensemble d'un grand nombre 
d'observations, qu'on écrivit à côté de chaque 
résultat , le poids qui lui correspond : l'Analyse 
fournit pour cet objet, des méthodes générales 
et simples. Quand on a ainsi obtenu l'exponen- 
tielle qui représente la loi de probabilité des er- 
reurs; on aura la probabilité que l'erreur du 
résultat est comprise dans des limites données , 
en prenant dans ces Umites, l'intégrale du p«h 
duit de cette exponentielle , par la différentielle 
de Terreur, et en la multipliant par la racine 
carrée du poids du résultat, divisé par la ciroon- 
férence dont le diamètre est l'unité. De là il suit 
que pour une même probabilité , les erreurs des 
résultats, sont réciproques aux racines carrées 
de leurs poids; ce qui peut servir à comparer 
leurs précisions respectives. 

Pour appliquer cette méthode avec succès , il 
faut varier les circonstances des observations ou 
des expériences , de manière à éviter les causes 
constantes d'erreur. U faut que les observations 
soient nombreuses , et qu'elles le soient d'autant 
plus , qu'il y a plus d'élémens à déterminer ; car 
le poids du résultat moyen croît comme le nom' 
bre des observations , divisé par le nombre des 
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élémens. Il est encore nécessaire que les élëmens 
suivent, dans ces observations , une marche diflfé- 
rente; car si la marche de deux élémens était ri- 
goureusement la même, ce qui rendrait leurs 
coefficiens pi*oportioiinels dans les équations de 
condition; ces élémens ne formeraient qu'une 
seule inconnu^, et il serait impossible de les dis- 
tiloiguer par ces observations. Enfin, il faut que 
les observations soient précises : cette condition, 
la première de toutes , augmente beaucoup le 
poids du résultat , dont l'expression a pour divi- 
seur , la somme des carrés des écarts des obser- 
vations, de ce résultat. Avec ces précautions, on 
pourra faire usage de la méthode précédente, 
et mesurer le degré de confiance que méritent 
les résultats déduits d'un grand nombre d'ob- 
servations. 

La règle que nous venons de donner pour 
conclure des équations de condition , les équa- 
tions finales , revient à rendre un minimum ^ la 
somme des carrés des erreurs des observations ; 
car chaque équation de condition devient rigou- 
reuse, en y substituant l'observation plus son er- 
reur; et si l'on en tire l'expression de cette er- 
reur , il est facile de voir que la condition du 
minimum de la somme des carrés de ces expres- 
sions, donne la règle dont il s'agit. Cette règle 

7 
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est d'autant {dus précise, ({ue les observations 
soot plus nombreuses; mais dans le cas même 
ou leur nombre est petit , il parait naturel d'em- 
ployer la même règle qui dans tous les cas, offre 
on moyen simple d'obtenir sans tâtonnement ^ 
les corrections que l'on cherche à détenmner. 
Elle peut servir encore à comparer la précision 
de diverses tables astronomiques d'un même as- 
tre. Ces tables peuvent toujours être supposées 
réduites à la même forme , et alors elles ne dif- 
fèrent que par les époques ^ les moyens mouve- 
mens , et les coeffidens des argumens ; car si 
l^ane d'elles contient un argument qui ne se 
trouve point dans les autres , il est clair que cela 
revient à supposer nul dans celles-ci ^ le coeffi- 
cient de cet argument. Si ^ maintenant , on rec- 
tifiait ces tables , par la totalité des bonnes ob- 
servations ; elles satisferaient à la condition que 
la somme des carrés des erreurs soit un mi- 
nimum ; les tables qui comparées à un nombre 
considérable d'observations, approchent le plus 
de cette condition , méritent donc la préférence. 
Cest principalement dans l'Astronomie, que 
la méthode exposée ci-dessus peut être employée 
avec avantage. Les tables astronomiques doivent 
^exactitude vraiment étonnante qu'elles ont at- 
teinte, à la précision des observations et des 
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théories, et à Fusàge des équations de condition , 
qui font concourir un grand nombre d'excel- 
lentes observations, à la correction d'un même 
élément. Mais il restait à déterminer la probabi- 
lité des erreurs que cette correction laisse en- 
core à craindre : c'est ce que la méthode que je 
viens d'exposer , fait connaitre. Pour en donner 
quelques applications intéressantes, j'ai profité 
de l'immense travail que M. Bouvard vient de 
terminer sur les mouvemens de Jupiter et de Sa- 
turne , dont il a construit des tables très précises. 
H a discuté avec le plus grand soin , les opposi- 
tions et les quadratures de ces deux planètes , 
observées par Bradley et par les astronomes qui 
Font stiivi jusqu'à ces dernières années ; il en a 
conclu les corrections des élémens de leur mou- 
vement et leurs masses comparéël à celle du so- 
leil , prise pour unité. Ses calculs lui donnent la 
masse de Saturne égale à la 35 1 2® partie de celle 
du soleil. En leur appliquant mes formules de 
probabilité , je trouve qu'il y a onze mille à pa- 
rier contre un , que l'erreur de ce résultat n'est 
pas un centième de sa valeur , ou , ce qui re- 
vient à très peu près au même , qu'après un 
siècle de nouvelles observations ajoutées aux 
prëcédenfes , et discutées de la même manière , 
le nouveau résultat ne différera pas d'un cen- 

7- 
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tiènie , de celui de M. Bouvard. Ce savant as- 
tronome trouve encore la masse de Jupiter égale 
à la 107 1"" partie du soleil; et ma méthode de 
probabilité donne un million à parier contre nn, 
que ce résultat n est pas d'un centième , en er- 
reur. 

Cette méthode peut être encore appliquée 
avec succès ^ aux opérations géodésiques. On 
détermine la longueur d un grand arc à la sur- 
face de la terre y par une chaîne de triangles qui 
s'appuient sur une base mesurée avec exactitude. 
Mais quelque précision que l'on apporte dans la 
mesure des angles ; les erreurs inévitables peu- 
vent , en s'accumulant , écarter sensiblement de 
la vérité, la valeur de l'arc que l'on a conclu 
d'un grand nombre de triangles. On ne connaît 
donc qu'impariutement cette valeur , si l'on ne 
peut pas assigner la probabilité que son erreur 
est comprise dans des limites données. L'erreur 
d'un résultat géodésique est une fonction des er- 
reurs des angles de chaque triangle. J'ai donné 
dans l'ouvrage cité, des formules générales pour 
avoir la probabilité des valeurs d'une ou de plu- 
sieurs fonctions linéaires d'un grand nombre 
d'erreurs partielles dont on connaît la loi de 
probabilité ; on peut donc au moyen de ces for- 
mules , déterminer la probabilité que l'erreur 
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d'un Insultât géodésique est contenue dans des 
limites assignées ,.*quellç que soit la loi de pro- 
babilité des erreurs -parûelles- Il est d'autant plus 
nécessaire de se rendre indépendant de cette loi , 
que les lois même les plus simples sont toujours 
infiniment peu probables^ vu le nombre infini 
de celles qui peuvent exister dans la nature. Mais 
la loi inconnue des erreurs partielles introduit 
dans les formules, une indéterminée qui ne per- 
mettrait point de les réduire en nombres y si l'on 
ne parvenait pas à l'éliminer. On a vu que daps 
les questions astronomiques où chaque observa- 
tion fournit une équation de condition pour 
avoir les élémens ^ on élimine cette indétermi- 
née^ au moyen de la somme des carrés des 
restes , lorsqu'on a substitué dans chaque équa- 
tion, les valeurs les {dus probables des élémens. 
Les questions géodésiques n'offrant point de sem- 
blables équations, il faut chercher un autre moyen 
d'élimination. La quantité dont la somme des an- 
gles de chaque triangle observé surpasse deux 
angles droits plus l'excès sphérique , fournit ce 
moyen. Ainsi l'on remplace par la somme des 
carrés de ces quantités , la somme des carrés des 
restes des équations de ' condition ; et l'on peut 
assigner en nombres, la probabilité que Terreur 
du résultat final d'une suite d'opérations géode- 
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siques, a'excède pas une quantité donnée. ])Iaîs 
quelle est la manière la plus â^yantageuse de ré- 
partir entre les trois iingie$ de chaque trianglp , 
la somme obstsCYéc de leurs erreurs ? L'analyse 
d^ Probabilités £siit voir que chaque angle dpit 
* être diminué du tiers de cette somme ^ pour 
que le poids d'un résultat géodésique , soit le 
plps grand qu'il est possible ; ce qui rend une 
même erreur moins probable. Il y a donc beau- 
coup d avantage à observer les trois angles de 
chaque triangle > et k les corriger comme on 
vient de le dire. Le simple bon sens fait pres- 
sentir cet avantage ; mais le calcul des proba- 
bilités peut seul l'apprécier et faire voir que par 
cette correction > il devient le plus grand qu'il 
est possible* 

Pour s^açsurer de l'exactitude de la valeur d'un 
grand arc qui s'appuie sur une base mesurée à 
Vune de sfi$ extrémités , on mesure une seconde 
base vçrs l'autre extrémité; et l'on conclut de 
fune de ces bases ^ la longueur de l'autre. Si 
cette longueur s'écarte très peu de l'observation; 
il y a tout lieu de croire que la chaîne de trian- 
gles , qui unit ces bases , est exacte à fort peu 
près y ainsi que la valeur du grand arc qui en 
résulte. On corrige ensuite cette valeur^ en mo- 
difiant les angleç des triangles , de manière que 
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les bases calculées s'accordent avec les hases me- 
surées. Mais cela peut se faire dune infinité de 
manières parmi lesquelles on doit préférer celle 
dont le résultat géodésiqué a le plus grand 
poids y puisque la même erreur devient moins 
probable. L'analyse des probabilités donne des 
formules pour avoir directement la correction 
la plus avantageuse qui r^lte des mesures de 
plusieurs bases ^ et les lois de probabilité que fait 
naître la multiplicité des bases y lois qui devien- 
nent plus rapidement décroissantes par cette 
multiplicité. 

Généralement^ les erreurs dés résultats dé- 
duits d'un grand nombre d'observations sont des 
fonctions linéaires des erreurs partielles de cha- 
que observation. Les coef&ciens de ces fonctions 
dépendent de la nature du problème et du pro- 
cédé suivi pour obtenir les résultats. Lé procédé 
le plus avantageux est évidemment celui dans 
lequel une même erreur dân& les résultats , est 
moins probable que suivant tout autre procédé. 
L'application du calcul des Probabilités à la Phi- 
losophie naturelle , con^sfe donc à déterminer 
analytiquement la probabilité des valeurs de ces 
fonctions , et à choisir l^ui's coeffîciens indéter- 
minés, de manière que la! foi d^ cette probabilité 
soit le jrfus rapidement décroissante. En elimi- 
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nant ensuite des formules , par les données de 
la question , le facteur qu'introduit la loi pre^ 
que toujours inœnnue de la probabilité des er- 
reurs partielles ; on pourra évaluer numérique- 
ment la probabilité que les erreurs des résultats 
n'excèdent pas une quantité donnée. On aura 
ainsi tout ce que Ton peut désirer touchant les 
résultats déduits d'un grand nombre d'obscrva- 
tions* 

On peut encore obtenir des résultats fort ap- 
prochés^ par d'autres considérations. Supposons^ 
par exemple , que l'on ait mille et une observa- 
tions d'une même grandeur. La moyenne arith- 
métique de toutes ces observations est le résultat 
donné par la méthode la plus avantageuse. Mais 
on pourrait choisir le résultat d'après la condi- 
tion que la somme de ses écarts de chaque va- 
leur partielle, pris tous positivement, soit un 
minimum. U parait , en effet, naturel de regar- 
der conune très approché , le résultat qui satis- 
fait à cette condition. Il est facile de voir que 
si l'on dispose les valeurs données par les obser- 
vations , suivant Tordre de grandeur ; la valeur 
qui occupera le milieu, remplira la condition 
précédente, et le calcul fait voir que dans le 
cas d'un nombre infini d'observations, elle coïn- 
ciderait avec la vérité. Mais le résultat donne 
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par la méthode la plus avantageuse, est encoi*e 
préférable. 

On voit par ce qui précède^ que la théorie des 
probabilités ne laisse rien d'arbitraire dans la ma- 
nière de répartir les erreurs des observations : 
elle donne pour cette répartition, les formules 
les plus avantageuses , ou qui diminuent le plus 
qu'il est possible , les erreurs à craindre sur les 
résultats, 

La considération des probabilités , peut servir 
à démêler les petites inégalités des mouvemens 
célestes, enveloppées dans. les erreurs des ob- 
servations, et a remonter à la cause des anoma- 
lies observées dans ces mouvemens. Ce fut en 
comparant entre elles , toutes ses observations ; 
que Ticho-Brahé reconnut la nécessité 4'^ppli- 
quer à la lune, une équation du temps, différente 
de celle que l'on appliquait au soleil et aux pla* 
nètes. Ce fîit pareillement l'ensemble d'un grand 
nombre d'observations, qui fît connaître à Mayer, 
que le coefficient de l'inégalité de la précession, 
doit être xxn peu diminué pour la lune. Mais 
comme cette diminution , quoique confirmée et 
même augmentée par Mason , ne paraissait pas 
résulter de la gravitation universelle ; la plupart 
des astronomes la négligèrent dans leurs calculs. 
Ayant soumis au calcul des probabilités, un 
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nombre considérable d'observations lunaires , 
choisies dans cette vue , et que M. Bouvard voulot 
bien discuter à ma prière ; elle me parut indi- 
quée avec une probabilité si forte , que je crufi 
devoir en rechercher la cause. Je vis bientôt 
qu'elle ne pouvait être que l'ellipticité du sphé- 
roïde terrestre , négligée jusqu'alors dans la théo- 
rie du mouvement lunaire , comme ne devant j 
produire que des termes insensibles. J'en condiiis 
que ces termes deviennent sensibles par les inté- 
grations successives des équations différentielles. 
Je déterminai donc ces termes , par une analjs? 
particulière ,' et je découvris d'abord , l'inégalité 
du mouvement lunaire en latitude, qui est pro- 
portionnelle au sinus de la longitude de la faines 
et qu'aucun astronome n'avait encore soupçon- 
née. Je reconnus ensuite, au moyen de cctfe 
inégalité, qu'il en existe une autre dans le mott- 
vement lunaire en longitude , qui produit la <fi- 
minution observée par Mayer dans l'équation de 
la précession , applicable à la lune. La quantité 
de cette diminution , et le coefficient de l'iné- 
galité précédente en latitude , sont très propres 
à fixer l'aplatissement de la terre. Ayant fait 
part de mes recherches à M. Burg qui s'occu- 
pait alore à perfectionner les tables de la lune , 
par la comparaison de toutes les bonnes obser- 
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vations ; je le priai de déteFminer avec un soin 
particulier^ ces deux quantités. Par un accord 
très remarquable , les valeurs qu'il a trouvées , 
donnent à la terre y le même aplatissement 3^ , 
aplatissement qui difiere peu du milieu conclu 
de8 mesures des degrés du méridien y et du pen- 
dule; mais qui, vu l'influence des erreurs des 
observations et des causes perturbatrices, sur ces 
mesures, me parait plus exactement déterminé 
par ces inégalités lunaires. 

Gë fut encore par la considération des proba- 
bilités, que je reconnus la cause de l'équation 
séculaire de la lune. Les observations modernes 
de cet astre , comparées aux anciennes éclipses , 
avaient indiqué aux astronomes, une accéléra- 
tioii dans le mouvement lunaire ; mais les géo- 
mètres, et particulièrement Lagrange, ayant inu- 
tilement cherché dans les perturbations que ce 
mouvement éprouve , les termes dont cette accé- 
lération dépend, ils la rejetèrent. Un examen at- 
tentif des observations anciennes et modernes , 
et des éclipses intermédiaires observées par les 
Arabes, me fit voir qu*elle était indiquée avec 
une grande probabilité. Je repris alors sous ce 
point de vue, la théorie lunaire, et je reconnus 
que l'équation séculaire de la lune est due à l'ac- 
tion du soleil sur ce satellite , conobinée avec la 
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variation séculaire de Texcentricité de Tophe ter- 
restre; ce qui me fît découvrir les équations sé- 
culaires dès mouvemens des nœuds et -du péri- 
gée de l'orbite lunaire y équations qui n'aVident 
pas même été soupçonnées par les astronomes. 
L'accord très remarquable de cette théorie , avec 
toutes les observations anciennes et modernes , 
l'a portée au plus haut degré d'évidence;' 

lie calcul des probabilités m'a conduit pareil- 
lement à la cause des grandes irrégularités de 
Jupiter et de Saturne. En comparant les ohsèlv 
vations modernes aux anciennes , Halley trotivs 
une accélération dans le mouvement de Jupiter, 
et un ralentissement dans celui de Saturne. Pour 
concilier les observations , il assujettît ces mott^ 
vemens y à deux équations séculaires de si|^ 
contraires, et croissantes comme les carrés des 
temps écoulés depuis 1700. Euler et Lagrangè 
soumirent à l'Analyse, les altérations que de?»t 
produire dans ces mouvemens , l'attraction ma- 
tuelle des deux planètes. Ils y trouvèrent des 
équations séculaires ; mais leurs résultats étaifent 
si diflerens, que l'un d'eux au moins, devait être 
erroné. Je me déterminai donc à reprendre ce 
problème important de la Mécanique céleste , et 
je reconnus l'invariabilité des moyens mouve- 
mens planétaires ; ce qui fit disparaître les équa- 
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lions séculaires introduites par Halley , dans les 
tables de Jupiter et de Saturne. Il ne restait 
ainsi y pour expliquer les grandes irrégularités 
de ces planètes , que les attractions des comètes 
auxquelles plusieurs astronomes eurent effecti- 

m 

yement recours , ou l'existence d'une inégalité à 
longue période , produite dans les mouvemens 
des deux planètes par leur action réciproque y et 
affectée de signes contraires pour chacune d'elles. 
Un théorème que je trouvai sur les inégalités de 
ce genre , me rendit cette inégalité , très vrai- 
semblable. Suivant ce théorème , si le mouve- 
ment de Jupiter s'accélère, celui de Saturne se 
ralentit^ ce qui est déjà conforme à ce que Hàllejr 
avait remarqué : de plus , l'accélération de Jupi- 
ter^ résultante du même théorème^ est au ralen- 
tissement de Saturne, à très peu près dans le rap- 
port des équations séculaires proposées par Halley . 
En considérant les moyens mouvemens de Jupiter 
et de Saturne ^ il me fut aisé de reconnaître que 
deux fois celui de Jupiter^ ne diffère que d'une 
très petite quantité^ de cinq fois celui de Saturne. 
La période d'une inégalité qui aurait pour argu- 
ment cette différence, serait d'environ neuf siècles. 
K. la vérité , son coefficient serait de l'ordre des 
cubes des excentricités des orbites ; mais je sa- 
vais qu'en vertu des intégrations successives , il 
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acquiert pour diviseur , le carré du très petit 
multiplicateur du temps dans l'argument de cette 
inégalité, ce qui peut lui donner une grande va- 
leur ; l'existence de cette inégalité me parut donc 
très probable. La remarque suivante aocmt enp- 
core sa probabilité. En supposant son argoment 
nul f vers l'époque des observations de Ticfao- 
Brahé; je vis que Halley avait dû trouver pir 
la comparaison des observations modernes an 
anciennes , les altérations qu'il avait indiqueoi; 
tandis que la comparaison des observations tulh 
demes entre elles, devait oiSrir des alteraâov 
contraires et pareilles à celles que Lambert unà 
conclues de cette comparaison. Je n'hésitai donc 
point à entreprendre le calcul long et péniifey 
nécessaire pour m^assurer de l'existence de cette 
inégalité. Elle fut entièrement confirmée par le 
résultat de ce calcul qui, de plus, me fit cokh 
naitre un grand nombre d'autres inégaUtes dont 
l'ensemble a porté les tables de Jupiter et de 
Saturne , à la précision des observations ménM> 
Ce fut encore au moyen du calcul des proba*- 
bilités, que je reconnus la loi remarquaUe des 
mouvemens moyens des trois premiers satellites 
de Jupiter, suivant laquelle la longitude moyenne 
du premier, moins trois fois celle du second, 
plus deux fois celle du troisième , est rigoureuse- 
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ment égale à la demi-circonférence. L'approxi- 
laation avec laquelle les moyens mouvemens de 
ces astres satisfont à cette loi depuis leur décou- 
verte^ indiquait son existence avec une vraisem- 
blance extrême; j'en cherchai donc la cause ^ 
dans leur action mutuelle. L'examen approfondi 
de cette action , me fit voir qu'il a suffi qu'à 
l'origine , les rapports de leurs moyens mouve- 
mens aient approché de cette loi , dans certaines 
limites^ pour que leur action mutuelle l'ait éta- 
blie et la maintienujÇ en rigueur. Ainsi ces trois 
*'eorps se balanceront éternellement dans l'es- 
JptLce y suivant la loi précédente; à moins qtte des 
catifi^ étrangères» telles que les comètes» ne 
viennent changer bruscpiement leurs mouve- 
mens autour de Jupiter. 

On voit par là» combien il £autétre attentif 
au;K indications de la nature » lorsqu'elles sont 
le résultat d'un grand nombre d'observations ; 
quoique d'ailleurs, elles soient inexplicables 
par les moyens connus. L'extrême difficulté 
des problèmes relatif au système du monde , 
a forcé les géomètres de recourir à des approxi- 
mations qui laissent toujours à craindre que 
les quantité négligées n'aient une influence 
sensible • Lorsqu'ils ont été avertis de cette in- 
fluence» par les observations; ils sont revenus 
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sur leur analyse : en la rectifiant, ils ont tou- 
jours retrouvé la cause des anomalies obser-* 
vées ; ils en ont déterminé les lois , et souvent , 
ils ont devancé l'observation, en découvrant 
des inégalités qu'elle n'avait pas encore indi-* 
quées. Ainsi l'on peut dire que la nature elle- 
même a concouru à la perfection analytique 
des théories fondées sur le principe de la pesan- 
teur universelle ; et c'est , à mon sens , une des 
plus fortes preuves de la vérité de ce principe 
admirable. 

Dans les cas que je viens de considérer , h 
solution analytique des questions, a converti 
la probabilité des causes, en certitude. Mais le 
plus souvent cette solution est impossible, et 
il ne reste qu'à augmenter de plus en plns^ 
cette probabilité. Au milieu des nombreuses et 
incalculables modifications que l'action des cau- 
ses reçoit alors des circonstances étrangères ; ces 
causes conservent toujours avec les effets ob* 
serves, des rapports propres à les faire recon- 
naître et à vérifier leur existence. En détermi- 
nant ces rapports , et en les comparant avec un 
grand nombre d'observations ; si l'on trouve 
qu'ils y satisfont constamment, la probabilité des 
causes pourra s'en accroître au point d'égaler celle 
des faite sur lesquels on ne se permet aucun 
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doute. La recherche de ces rapports des causes 
à leurs effets , n'est pas moins utile dans la phi- 
losophie naturelle , que la solution directe des pro^ 
blêmes , soit pour vérifier la réalité de ces cau- 
ses^ soit pour déterminer les lois de leurs effets '* 
pouvant être employée dans un grand nombre 
de questions dont la solution directe n'est pas 
possible y elle la remplace de la manière la plus 
avantageuse. Je vais exposer ici l'application que 
j'en ai feite à l'un des plus intéressans phénomènes 
de la nature , au flux et au reflux de la mer. 

Pline le naturaliste a donné de ce phéno- 
mène , une description remarquable par son 
exactitude , et dans laquelle on voit que les an- 
ciens avaient observé que les marées de chaque 
mois sont les plus grandes vers les syzygies , et 
les plus petites vers les quadratures ; qu'elles sont 
plus hautes dans lé périgée que dans l'apogée de 
la lune ^ et dans les équinoxes ^ que dans les sol- 
stices. Ils en avaient conclu que ce phénomène 
est dû à Faction du soleil et de la lune sur la mer. 
Dans la préfoce de son ouvrage De Stella Martis^ 
Kepler admit une tendance des eaux de la mer 
vers la lune ; mais ignorant la loi de cette ten- 
dance , il ne put donner sur cet objet , qu'un 
aperçu vraisemblable. Newton convertit en cer- 
titude la probabilité de cet aperçu , en le ratta- 

8 
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chaot à son grand principe de la pesanteur uni- 
varseUe. H donna l'expression exacte des forces 
attractiiFes qui produisent le flux et le reflux de 
la mer ; et pour en déterminer les effets , il 
supposa que la mer prend à chaque instanl^ la' 
figui^ d'équilibre qui convient à ces forees. Il 
exf^iqua de cette manière les principaux phéno- 
mènes des marées; mais il suivait de cette théo^ 
rîei que dans nos ports , les deux maré^ dn 
môme jour seraient fort inégales, lorsque le soleil 
et la lune auraient une grande déclinaison. A 
Brait p psur exemple^ la marée dn npir serait dans 
les syeygiea des soïstioes ', environ huit (ois plus 
grande que la marée du matin ; ce qui ei|jt entier 
Kfiment contraire aux observations -qui prouvent 
que ces deux marées ^nt à Sort peu près égales. 
Ce résultat de la tbéorup newtonienne pouvait 
toxir à la suppooition que la mer parvient k chsr 
que instant à la figure d'équilibre , supposition 
qw n'est pas admissible. Mais la recherche de b 
vme figure de la mer présentait de grandes diP 
fimllésb. Aidé par les découvertes que les géo^ 
i^^ètres vensûeut de faire sur la théorie du nson^ 
vemeut des fluides et sur le calcul aux diffié- 
ranoea p^srtieUes ; j'entrepris cette recherche , et 
je donnai les équatioEUS diffiarentielles du mou- 
vemeut d^ la user, en sc^iposant qu'elle recouyf^ 
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la terre entière. En me rapprochant ainsi ^ de la 
nature^ j'eus la satisfaction de yoir que mes ré- 
sultats se rapprochaient des observations , sur-- 
tout à l'égard du peu de différence qui existe 
datis nos ports , entre les deux marées sjaygies 
solsticiales d'un même jour. Je trouvai qu'elles 
seraient égales , si la mer avait partout la même 
profondeur; je trouvai encore qu'en doQnant à 
cette profondeur , des valeurs convenables , on 
pouvait augmenter la hauteur des marées dans 
un port^ oonformément aux observations. Mais 
ces recherches , malgré leur généralité , ne sa- 
tisfaisaient point aux grandes différences que 
présentent, à cet égard , des ports même très 
voisins^ et qui prouvent l'influttice des cir*- 
constance locales. L'impossibilité de connaître 
ces circonstances et l'irrégularité du bassin des 
mers , et celle d'intégrer les équalioos aux 
différences partielles qui y sont relatives, m'a 
forcé d'y suppléer par la méthode que j'ai ci- 
dessus indiquée « J'ai donc cherché à détermi* 
ner le plus de rapports, qu'ils est possilue., «ntre 
les forci^ qui. sollicitent toutes les molécules de 
la mer, et leurs effets observables dans nos 
ports. Pour cela j'aî^fait usage du principe sui- 
vant,. qui peut s'appliquer à beaucoup d'autres 
phéoomènes. 

8.. 
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c( L'état d'un système de corps /dans leqiael le^ 
» conditions primitîyes du mouvement ont dis- 
» paru par les résistances que ce mouvement 
» éprouve , est périodique comme les forces mû 
» l'animent. » . ^ 

En combinant ce principe y avec celui de la 
coexistence des oscillations très petites; je suis 
parvai\;L à une expression de la hauteur des ma- 
rées y dont les arbitraires comprennent l'effet des 
circonstances locales de chaque port, et sont ré- 
duites au plus petit nombre possible : il ne s'agis- 
sait plus que de la comparer à un grand nombre 
d'observations. 

Sur l'invitation de l'Académie des Sciences , 
on fit k Brest y au commencement du dernier 
siècle y des observations des marées , qui furent 
continuées pendant les six années tonsécutives. 
La situation de ce port est très favorable à ce 
genre d'observations : il cominunique avec la 
mer y par un canal qui aboutit à une rade fort 
vaste y au fond de laquelle le port a été con-^ 
struit. Les in^gulafités de la mer parviennent 
ainsi dans ce port y très affaiblies ; à peu près y 
comme les oscillations que le mouvement irré- 
gulier d'un vaisseau, produif dans le baromètre, * 
sont atténuées par un étranglement fait au tube 
de cet instrument. D'ailleurs les marées étant 
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consi(£érables à firest , les variations accidentelles 
causées par les vents n'en sont qu'une faible par- 
tie : aussi l'on remarque dans les observations de 
ces marées , pour peu qu'on les multiplie , une 
grande régularité qui me fit proposer au gou- 
vernement^ d'ordonner iians ce port, une nou- 
velle smte d'observations des marées , continuée 
pendant une période du mouvement des nœuds 
de l'orbite lunaire. C'est ce que l'on a entrepris. 
Ces observations datent du i" juin de l'an-^^ 
née 1806 ; et depuis cette époque ; elles ont été 
faites , chaque jour , sans interruption. Je dois 
au zèle infatigable de M. Bouvard , pour tout ce 
qui intéresse l'Astronomie^ les calculs immenses 
que la comparaison de mon an^yse avec les ob- 
servations^ a exigés. Il y a employé près de six 
mille observations faites pendant l'année 1807 et 
les quinze années suivantes. Il résulte de cette 
comparaison^ que meftformules représentent avec 
une précision remarquable^ toutes les variétés 
des marées , relatives à l'élongation de la lune 
au soleil^ aux déclinaisons de ces astres^ à leurs 
distances à la terre et aux lois de variation près 
du maximum et du minimum de chacun de ces 
élémens. Il résulte de cet accord ^ une probabi- 
lité que le flux et le remix de la mer est dû k 
l'attraction du soleil et de la lune, si appro- 
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chante de la certitude^ qu'elle ne doit lais^ lieu 
à aucun doute raisonnable. Elle se change en 
certitude quand on considère que cette attrac- 
tion dérive de la loi de la pesanteur universelle 
démontrée par tous les phénomènes célestes. 

L'action de la lune sur la mer est -gitts que 
double de celle du soleil. Newton et ses succes- 
seurs n'avaient eu égard ^ dans le développement 
de cette action , qu'eaux terme» divisés par le 
eube de la distance de la lune à la terre^ jugeant 
que les effets dus aux termes suivans devaient 
être insensibles. Mais le calcul deà probabilités (ait 
voir que les plus petits effets des causes régulières 
peuvent se manifester dans les résultats ^un très 
grand nombre d'observations disposées dans 
Tordre le plus propre à les indiquer. Ce calcul 
détennine encore leur probabilité, et jusqn'li 
quel point il faut multiplier les observations 
pour la rendre fort grande. En l'appliquant aux 
nombreuses observations discutées par M. Bou- 
vard; j'ai reconnu qu'à Brest, l'action de la lune 
sur la mer est plus grande dans les pleines Innés 
que dans les nouvelles lunes , et lorsque la lune 
est australe, que lorsqu'elle est boréale; phé- 
nomènes qui ne peuvent résulter que des termes 
de l'action lunaire , clîvisés par la quatrième 
puissance de la distance de la lune à la terre. 
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Pour arriver à l'Ocëati , l'Aciion du soleil et de 
la lune traverse l'atmosphère qui doit par con- 
serfuent en éprouver riaftoence, et être assujettie 
à des lUOQvemens semblables à ceux de k mer. 
Ces mouvemens produisent dans le li||itxmMt« , 
des oscillatioiis pëiîodiques. L'analyse m^a fidt 
voir qu'elles sont insensibles dans 110& cUmftls. 
Mais comme les circonstances locaks kccrcMSseat 
considérablement les mandées dans nos ports 1 j'ai 
recherché si des circonstances pareUles ont rendu 
senaUes. ces oscillations du baromètre. Poinr 
cela y j'ai lEait usage des observations météorolo^ 
giquesque l'on fait^ chaque jfour^ depuis plu- 
sieurs années à l'Observatoire royal. Les hauteurs 
du baromètre et du thtrmon|ètre y sont obsér-- 
vées à neuf heupss du màtin^ à midi, k trois 
heures e^^à omse heures du soir. M. Bouvafd a 
bien voulu relever sur ses registres les <db6cwaf- 
tîons des huit années écoulées depuis le i^' oc^ 
.tobre i8i5 jusqu'au i""' oct^^re iSaS. En dispCh 
sant ces obseiarations > de la manière la plus 
propre à indiquer le flux lunaire atmosphérique 
à Paris ^ je ne trouve qu'un dix-huitième de 
millimètre pour l'étendue de l'oscillation corres^ 
pondante du baromètre. C'est ici , surtout^ que 
se Eût sentir la nécessité d'une méthode pour dé- 
terminer la probabilité d'un résultat, méthode 
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sans laquelle on est exposé à présenter conime 
lois de la nature; les effets des causes irrégu^ 
lières ; ce qui est arrivé souvent en Météorolo- 
gie. Cette méthode appliquée au résultat' précé- 
dent f qunontre l'incertitude , malgré le grand 
nombre d'observations employées , qu'il fau- 
drait décupler pour obtenir un résultat wffisam- 
ment probable. 

Le principe qui sert de base à nia théorie des 
marées ; peut s'étendre à tous les effets du hasard 
auquel se joignent des causes variables suivant 
des lois régulières. L'action de ces causes pro- 
duit dans les résultats moyens d'un grand nom- 
bre d'effets y des variétés qui suivent les mêmes 
lois; et que l'on peut reconnaître par L'analyse 
des probabilités. A mesure que les effets se mul- 
tiplient y ces variétés se manifestent avec une 
probabilité toujours croissante qui se confon- 
drait avec la certitude^ si le nombre de ces (çffets 
devenait infini. Ce théorème est apalogue à celui 
que j'ai développé précédemmenj; sur l'action des 
causes constantes. Toutes les fois donc qu'une 
cause dont la marche est régulière ^ peut influer 
sur un genre d'évènemens j nous pouvons cher- 
cher à reconnaître son influence^ en multipliant 
les observations et en les disposant dans l'ordre 
le plus propre à l'indiquer. Quand cette influence 
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parait se manifester; l'analyse des probabilités 
détermine la probabilité de son existence et celle 
de son intensité. Ainsi la variation de la tempé- 
rature du jour à la nuit , pouvant modifier la 
pression de l'atmosphère , et par conséquent les 
hauteurs du baromètre; il. est naturel de penser 
que des observations multipliées de ces hauteurs 
doivent manifester l'influence de la chaleur so- 
laire. Ea effet y on a reconnu depuis long-temps 
à l'équateur où cette influence parait être la plus 
grande , une petite variation diurne dans la hau- 
teur du baromètre^ dont le maximum a lieu 
vers neuf heures du matin , elle minimum vers 
trois heures an soir. Un second maximum a 
lieu vers onze heures du soir, et le second m£- 
nimum vers quatre heures du matin. Les oscil- 
lations de la nuit sont mojiidres que celles du 
jour , dont l'étendue est d'environ deux milli- 
mètre. L'inconstance de nos climats n'a point 
dérobé cette variation à nos observateurs, quoi-* 
qu'elle y soit moins sensible qu'entre les tropi- 
ques. M. Ramond V^ reconnue et déterminée à 
Qermont, chef-lieu du département du Puy-de- 
Dôme, par une suite d'observations précises , 
faites pendant plusieurs années ; il a même 
trouvé qu'elle est plus petite dans les niois d'hi- 
ver , que dans les autres mois. Les nombreuses 
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observations que j'ai discutées pour recoDnaltre 
rinfluence des attractions du soleil et de la lune 
sur les hauteurs barométriquesàParis, m'otttserri 
à déterminer leuryariation diurne. En comparant 
les hauteurs de neuf heures du matin à celles des 
mêmes jours à trois heures du soir; cette yaria- 
tion s'y manifeste avec une telle évidence , que 
sa valeur moyenne de chaque mois a été con*- 
staroment positive pour chacun des 72 mœs éooo- 
lés depuis le i*' janvier 1817, jusqu'au i** jan- 
vier 1 823 : sa valeur moyenne dans ces js mois 
a été à fort peu près , huit dixièmes de milli- 
mètre^ un peu plus petite qu'à Clermont, et 
beaucoup moindre qu'à Téquateàr. J'ai recomm 
que le résultat moyen des variations diurnes in 
baromètre , de neuf heures du matin , à ttm 
heures du soir, n'a été que de o",5428 dam les 
trois mois de novembre , décembre et janvier, 
et qu'il s'est élevé à i ™,o563 dans les trois mois 
suivans; ce qui coïncide avec les observations 
de M. Ramond. Les autres mois ne m'ont offert 
rien de semblable. 

Pour appliquer à ce phénomène le calcul des 
probabilités, j'ai commencé par détenmner k 
loi de probabilité des anomalies de la varia- 
tion diurne, dues au hasard. En l'appliquant en- 
suite aux observations de ce phénomène , j'ai 
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trouvé qu'il y a plus de trois ceut mille à parier 
contre un, qu'une cause régulière le produit. Je 
ne cherche point a déterminer cette cause : je 
me borne à constater son existence. La période 
de la variation diurne, réglée sur le jour solaire, 
indique évidemment que cette variation est due 
k l'action du soleil. L'èxtréme petitesse de l'ac- 
tion attractive du soleil sur l'atmosphère, est 
prouvée par la petitesse des effets dus aux attrac- 
tions réunies du soleil et de la lune. C'est donc 
par l'action de sa chaleur , que le soleil produit 
la variation diurne du baromètre; mais il est 
impossible de soumettre au calcul , les effets de 
cette action çur la hauteur du baromètre et sur 
les vents. 

La variation diurne de l'aiguille aimantée, est 
certainement un effet de l'action du soleil. Mais 
cet astre agit-^îl ici , comme dans la variation 
diurne du baromètre, pSr sa chaleur, ou par son 
influence sur l'électricité et survie magnétisme, 
ou enfin par la réunion de ces influences? c'est 
ce qu'une longue suite d'observations faites dans 
divers pays pourra nous apprendre. 

L^un des phénomènes les plus remarquables 
du systèine du monde, est celui de tous les mou- 
vemens de rotation et de révolution des planètes 
et des satellites , dans le sens de la rotation du 
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soleil y et à peu près dans le plan de son ëquaf- 
teur. Un phénomène aussi remarquable n'est 
point l'effet du hasard : il indique une cause gé- 
nérale qui a déterminé tous ses mouvemens. 
Pour avoir la probabilité avec laquelle cette 
cause est indiquée ; nous obsen^erons que U^s js- 
tème planétaire tel que nous le connaissons au- 
jourd'hui , est composé d'onze planètes et de 
dix-huit satellites^ du moins si l'on attribue avec 
Herschel^ six satellites à la planète Uranuâ. Q|i i 
reconnu les mouvemens de rotation du sQleil , 
de six planètes^ de la lune^ des satellites de^ Ju- 
piter , de l'anneau de Saturne , et d'un de sessar- 
tellites. Ces mouvemens forment %vec ceux de 
révolution , un ensemble de quarante-trois mou- 
vemens dirigés dans le même sens; or on trouve 
par l'analyse des probabilités , qu'il y a plus de ^ 
quatre mille milliards à parier contre un , que 
cette disposition n'est pas l'effet du hasard; ce 
qui forme une probabilité bien supérieure à celle 
des évènemens historiques sur lesqueki on ne se 
permet aucun doute. Nous devons donc croire , 
au moins avec la même confiance , qu'une cause 
primitive a dirigé les mouvemens planétaires; 
surtout si nous considérons que l'inclinaison du 
plus grand nombre de ces mouvemens à l'équa- 
teur solaire, est fort petite. 
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: Un autre phénomène également remarquable 
^u système solaire , est le peu d'excentricité des 
othts des planètes et des satellites ^ tand^ que 
oeiix des comètes sont très alongés : les orbes de 
ce système n'ofirant point de nuances intermé- 
diaires entre une grande et une petite. excentri- 
cité. Nous sommes encore forcés de reconnaître 
ici l'effet d'une cause régulière : le hasard n'eût 
point donné une forme presque circulaire aux 
orbes^de toutes les planètes et de leurs satellites ; 
il est donc nécessaire que la cause qui a déter- 
miné les mouvemens de ces corps , les ait rendus 
presque circulaires. Il faut encore que les grandes 
excentricités des orbes des comètes résultent de 
rexistence de cette cause , sans qu'ellp ait influé 
sar les directions de leurs rbouyèmens ; car on 
trouve qu'il y a presque autant de comètes ré- 
ttogrades , que de comètes directes , et que l'in- 
dinaison moyenne de tous leurs orBes à l'éclip- 
tique , approche très près d'un demi-angle droit , 
commie cela doit être, si ces corps onjt été lancés 
ïXL Ijasard. 

Quelle que soit la nature de la cause dont il 
^'agit , puisqu'elle a produit ou dirigé les mou- 
vemens des planètes ^ il faut qu'elle ait embrassé 
tous ces corps ; et vu les distaQces qui les sé- 
(larent , elle ne peut avoir été qu'un fluide d'une 
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immense ^tendue : pour leur avoir donné dans 
le même sens, un mouvement presque circulaire 
autour du soleil » il faut que ce fluide ait envi- 
ronné cet astre, comme une atmosphère. La 
considération des mouvemens planétaires nous 
conduit donc à penser qu en vertu d'une chaleur 
excessive, l'atmosphère du soleil s'est primitive- 
ment étendue au-delà des orbes de tontes liss 
planètes , et qu'elle s'est resserrée successiyenMiit 
jusqu'à ses limites actuelles. 

Dans l'état primitif où no^s supposons le so- 
leil , il ressemblait aux nébuleuses que le tâes- 
cope nous montre composées d'un noyau pltison 
moins brillant, entouré d'une nébulosité qtii, en 
se condensant à la surface du nojau, doit le 
transformer, un jour, en étoile. Si l'on conçoit 
par analogie, toutes les étoiles formées de cette 
manière; on peut imaginer leur état antérieiÉr 
de nébulosité, précédé lui-même par d'aulm 
états dans lesquels la matière nébuleuse était 
de plus en plus diffuse , le noyau étant de moins j 
en moins lumineux et dense. On arrive aii^, en 
remontant aussi loin qu'il est possible, à ane 
nébulosité tellement diffuse, que Ton '-pourrait à 
peine en soupçonner l'existence. 

Tel est , en effet , le premier état des nébu- 
leuses que Herschel a observées avec un sdin 
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psuticulier^ au moyen dé ses puissans télescopes, 
et dans lesquelles il a suivi les progrès de la con- 
densation, non sur une seule, ces progrès ne 
pouvant devenir sensibles pour nous , qu'après 
des siècles, mais sur leur ensemble; à peu près 
comme on peut dans une vaste forêt , suivre 
"l'accroissement des arbres, sur les ihdividus de 
divers âges, qu'elle renferme. Il a d'abord observé 
la matière nébuleuse répandue en amas divers , 
dans les diflTérentes parties du ciel dont elle oc- 
cupe une grande étendue. Il a vu dans quelques- 
uns de ces amas , cette matière faiblement con- 
densée autour d'un ou de plusieurs noyaux peu 
brillans. Dans d'autres nébuleuses, ces noyaux 
brillent davantage relativement à la nébulosité 
qui les environne. Les atmosphères de chaque 
noyau, venant à se séparer par une condensa- 
tion ultérieure , il en résulte des nébuleuses 
multiples formées de noyaux brillans très voi- 
sins et environnés, chacun, d'une atmosphère : 
quelquefois , la matière «ébuleuse en se conden- 
sant d'une manière uniforme , a produit les né- 
buleuses que l'on nomme planétaires. £niin> un 
plus grand degré de condensation transforme 
toutes ces nébuleuses, en étoiles. Les nébuleuses 
classées d'après cette vue philosophique, indi- 
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quent avec une extrême vraisemblance , leur 
transformation future en étoiles, et l'état anté- 
rieur de nébulosité , des étoiles existantes. Les 
considérations suivantes viennent à Tappui des 
preuves tirées de ces analogies. •^■ 

Depuis long-temps, la disposition particulière 
de quelques étoiles visibles à la vue simple , a 
frappé des observateurs philosophes. Mitchel a 
déjà remarqué combien il est peu probable que 
les étoiles des Pléiades, par exemple, aient été 
resserrées dans l'espace étroit qui les renferme , 
par les seules chances du hasard; et il en a con- 
clu que ce groupe d'étoiles, et les groupes sem- 
blables que le ciel nous présente , sont les effets 
d'une cause primitive , ou d'une loi générale de 
la nature. Ces groupes sont un résultat nécessaire 
de la condensation des nébuleuses à plusieurs 
noyaux ; car il est visible que la matière nébu- 
leuse étant sans cesse attirée par ces npjraux di- 
vers ; ils doivent former à la longue un groupe 
d'étoiles, pareil à celui des Pléiades. La conden- 
sation des nébuleuses à deux noyaux forme sem- 
blablement des étoiles très rapprochées tournant 
l'une autour de l'autre , pareilles à celles dont 
Herschel a déjà considéré les mouvemens res- 
pectifs. Telles sont encore la soixante - unième 
du Cygoe et sa suivante, dans lesquelles Besset 
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vient de reconnaître des mouvemens propres , 
si considéraLles et si peu diiFërens , que la proxi- 
mité de ces astres entre eux , et leur mouvement 
autour de leur centre commun de gravité, ne 
doivent laisser aucun doute. Ainsi, Ton descend 
par les progrès de condensation de la matière 
nébuleuse , à la considération du soleil environné 
|)tutrefois d une vaste atmosphère , considération 
à la(}uelle on remonte., comme on l'a vu, par 
l'examen des phénomènes du système solaire. 
Une rencontre aussi remarquable donne à l'exi- 
stence de cet état antérieur du soleil , une pro- 
babilité fort approchante de la certitude. 

Mais comment l'atmosphère solaire a- 1-* elle 
déterminé les mouvemens de rotation et de ré- 
volution des planètips et des satellites? Si ces corps 
avaient pénétré profondément dans cette atmo- 
sphère , sa résistance les aurait fait tomber sur 
le soleil; on est donc conduit à croire avec beau- 
coup de vraisemblance , que les planètes ont été 
formées aux limites successives de l'atmosphère 
solaire qui en se resserrant par le refroidisse- 
ment, a du abandonner dans le plan de son 
équateur, des zones de vapeurs que l'attraction 
mutuelle de leurs molécules a changées en divers 
sphéroïdes. Les satellites ont été pareillement 
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formés par les atmosphères de leurs planètes 
respectives. 

Tel développé avec étendue , dans mon Ex" 
position du Système du monde y cette hypothèse 
qui me parait satisfaire à tous les phénomènes 
que ce système nous présente. Je me borne- 
rai ici à considérer que la vitesse angulaire de 
rotation du soleil et des planètes ^ s'étant ac- 
célérée par la condensation successive de leurs 
atmosphères à leurs surfaces; elle doit surpas- 
ser la vitesse angulaire de révolution des corps 
les plus voisins qui circulent autour d'eux. 
C'est y en effet , ce que l'observatioii confirme à 
l'égard des planètes et des satellites ^ et même 
par rapport à l'anneau de Saturne dont la dorée 
de révolution est o^^4^8 ^ tandis que la durée d? 
rotation de Saturne est 0^,4^7. 

Dans cette hypothèse , les comètes sont étran- 
gères au système planétaire. En attachant leur 
formation^ à celle des nébuleuses; on peut les 
regarder comme de petites nébuleuses à noyaux , 
errantes de systèmes en systèmes solaires, et for- 
mées par la condensation de la matière nébuleuse 
répandue avec tant de profusion dans l'univers. 
Les comètes seraient ainsi par rapport à *notre 
système , ce que les aérolithes sont relativement 
i la terre, à laquelle ils paraissent étrangers. 
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Lorsque ces astres deviennent visibles pour nous^ 
ils offrent une ressemblance si parfaite avec les 
nébuleuses, qu'on les confond souvent avec elles; 
et ce* n'est que par leur mouvement , Ou par la 
connaissance de toujtes les nébuleuses renfermées 
dans la partie du ciel où ils se montrent, qu'on 
parvient à les en distinguer. Cette supposition 
explique d'une manière heureuse , la grandis ex- 
tension que prennent les têtes et les queues des 
comètes, à mesure qu'elles approchent du so- 
leil , et l'extrême rareté de ces queues qui mal- 
gré leur immense profondeur, n'affaiblissent 
point sensiblement l'éclat des étoiles que l'on 
voit à travers. 

Lorsque de petites nébuleuses parviennent 
dans la partie de l'espace où l'attraction du so- 
leil est prédominante , et que nous nommerons 
sphère dactwité de cet astre ; il les force à dé- 
crire des orbes elliptiques ou hyperboliques. 
Mais leur vitesse étant également possible sui- 
vant toutes les directions , elles doivent se mou- 
voir indifféremment dans tous les sens et sous 
toutes les inclinaisons à l'écliptique ; ce qui est 
conforme à ce que l'on observe. 

La grande excentricité des orbes cométaires, 
résulte encore de l'hypothèse précédente. En ef- 
fet, si ces orbes sont elliptiques, ils sont très alon-» 
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gés ; puisque leurs grands axes sont au moiii» 
égaux au rayon de la sphère d'activité du soleil. 
Mais ces orbes peuvent être hyperboliques, et si 
les axes de ces hyperboles ne sont pas très granjs 
par rapport à la moyenne distance du soleil h ta 
terre , le mouvement des comètes qui les décri* 
vent , paraîtra sensiblement hyperbolique. Ce* 
pendant sur cent comètes dont on a déjà les 
élémens, aucune n'a paru certainement se mou- 
voir dans une hyperbole ; il faut donc que les 
chances qui donnent une hyperi[)ole sensible , 
soient extrêmement rares par rapport aux chan- 
ces contraires. ^ ^, . 

Les comètes sont si petites, que pour deve- 
nir visibles I leur distance périhélie doit être peu 
considérable. Jusqu'à présent cette distance n'a 
surpassé que deux fois , le diamètre de l'orbe ter- 
restre , et le plus souvent ^ elle a été au - dessous 
du rayon de cet orbe. On conçoit que pour ap- 
procher si près du soleil , leur vitesse au mo- 
ment de leur entrée dans sa sphère d'activité , 
doit avoir une grandeur et une direction , com- 
prises dans d'étroites limites. En déterminant par 
l'analyse des probabilités^ le rapport des chances 
qui dans ces limites^ donnent une hyperbole 
sensible , aux chances qui donnent un orbe que 
l'on puisse confondre avec une parabole ; j'ai 
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trouvé qu'il y a six mille au moins , à parier 
contre l'unité , qu'une nébuleuse qui pénètre 
dans la sphère d'activité du soleil , de manière 
à pouvoir être observée , décrira ou une ellipse 
très alongée , ou linç hyperbole qui par la gran- 
deur de son axe , se confondra sensiblement avec 
une p^abole , dans la partie que l'on observe ; 
il n'est donc pas surprenant que jusqu'ici, l'on 
n'ait point reconnu de mouvemens hyperbo- 
liques. 

L'attraction des planètes , et peut-être encore 
la résignée des milieux éthérés , a dû changer 
plusieurs orbes cométaires , dans des ellipses 
dont le grand ^xe est moindre que le rayon de 
la sphère d'activité du soileil; ce qui augmente 
les chances des orbes elliptiques. On peut croire 
que ce changement a eu lieu pour la co^lète de 
I ySg , et pour la comète dont le période n'est 
que de douze cents jours, et qui reparaîtra sans 
cesse dans ce court intervalle, à moins que l'éva- 
poration qu'elle éprouve à chacun de ses retours 
au périhélie , ne finisse par la rendre invisible. 

On peut encore , par l'analyse des probabili- 
tés, vérifier l'existence ou l'influence de certaines 
causes dont on a cru remarquer l'action sur les 
êtres organisés. De tous les instrumens que nous 
pouvons employer pour connaître les agens im- 
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perceptible» de la nature ^ les plus sensibles sont 
les nevk, surtout lorsque des causes particulières 
exaltent leur sensibilité. C'est par leur moyen 
qu'on a découvert la faible électricité que déye-* 
loppe le contact de deux métaux hétérogènes ; 
ce qui a ouvert un champ vaste aux recherches 
des physiciens et des chimistes. Les phénomènes 
singuliers qui résultent de l'extrême sensibilité 
des ner& dans quelques individus^ ont donné 
naissance à diverses opinions sur l'existence d'un 
nouvel agent que l'on a nommé magnétisme 
animal ^ sur l'action du magnétisme ordinaire , 
et sur l'influence du soleil et de la lune ^ àsp& 
quelques affections nerveuses; enfin sur les im- 
pressions que peut faire éprouver la proximité 
des métaux ou d'une eau courante. H est na- 
turel de penser que l'action de ces causes est 
très faible , et qu'elle peut être facilement trou- 
blée par des circonstances accidentelles ; ainsi , 
parce que dans quelques cas, elle ne s'est point 
manifestée, on ne doit pas rejeter son existence. 
Nous sommes si loin de connaître tous les agens 
de la nature et leurs divers modes d'action , 
qu'il serait peu philosophique de nier les phéno- 
mènes , uniquement parce qu'ils sont inexplica- 
bles dans l'état actuel de nos connaissances. Seu- 
lement^ nous devons les examiner avec une 



SUR LES PROBAfilUTÉS. f55 

attention d'autant plus scrupuleuse ^ qu'il parait 
plus diJËâle de les admettre ; et c'est ici que 
le calcul des probabilités devient indispensable , 
pour déterminer jusqu'à quel point il faut mul- 
tiplier les observations ou les expériences , afin 
d'obtenir en faveur des agens qu'elles indi- 
quent^ une probabilité supérieure aux raisons 
que l'on peut avoir d'ailleurs^ de ne pas les ad- 
mettre. 

' Le calcul des probabilités peut faire apprécier 
les avantages et les inconvéniens des méthodes 
employées dans les sciences conjecturales. Ainsi , 
pour reconnaître le meilleur des traitemens en 
usage dans la guérison d'une maladie ^ il suffit 
d'éprouver chacun d'eux sur un même nombre 
de malades y en rendant toutes les circonstances 
parfaitement semblables : la supériorité du trai- 
tement le plus avantageux se manifestera de plus 
en plus , SL mesure que ce nombre s'accroîtra ; et 
le calcul fera connaître la probabilité correspon- 
dante de son avantage^ et du rapport suivant 
lequel il est supérieur aux autres. 
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du Calcul des Probabilités 
sciences inorales. 



On Tient de roîr les avantages de Tanalvae d^ 
|Mohabilités , dans la recherche des lois des phé* 
Boniëttes natarek dont les causes sont inconnnes 
on trop oomplMjuëes pour que lenis effets piû»* 
sent être soumis an calcul. Cest le cas de pres«- 
^ne tons les objets des sci»ices niolales.,Tant de 

r on cachées > on înapprëcia-* 



blés, inftuent sur les institiifiona humaines» 
est impussible d^m y^fsr à pnori les nsoltats. 
La sêne des érnemens que le temps amène , 
développe ces resnllats, et indique ks moyens 
de remed» à ceux qù sont nuisibles. On a sour 
Tcnt Eut à oet égard, des lois sages; mais, parce 
que Ton avait négligé d en conserver les vÊHdbf 
plusieurs ont éèé abrogées cmnme inutiles, et il 
a Êdlu pour les rétablir, que de âcheuses expé- 
rieiices en aient £ùt de nouveau sentir le besoin. 
U est donc bien important de tenir dans cha- 
que branche de Fadministration publique, un 
ivgistre e3tact des effets qu'ont produits les di- 
vers moyens dont on a fût usage, et qui sont 
autant d expériences faites en grand, par les gou- 
verucmeus. Appliquons aux sciences politiques 
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et morales , la méthode fondée sur Tobsei^vation 
et sm* le calcul^ méthode qui nous a si bien 
servi daps les sciences naturelles. N'opposons 
point une résistance inutile et souvent dange- 
reuse i aux effets inévitables du progrès des lu- 
mières ; mais ne changeons qu'avec une circon- 
spection extrême, nos institutions et les usages 
auxquels nous sommes depuis long-temps plies. 
Nous connaissons bien par l'expérience du passé , 
les inconvéniens qu'ils présentent; mais nous 
ignorons quelle est l'étendue des maux que leur 
changement peut Jiroduire. Dans cette ignorance, 
la théorie des probabilités prescrit d'éviter tout 
changement : surtout il faut éviter les change- 
mens brusques qâi dans l'ordre moral , comme 
dans l'ordre physique , ne s'opèrent jamais sans 
une grande perte de force vive. 

Déjà , le calcul des probabilités a été appliqué 
avec succès à plusieurs objets des sciences mo- 
rales. Je vais en présenter ici , les principaux 
résultats. 

De la Probabilité des témoignages. 

La plupart de nos jugemens étant fondés sur 
la probabilité des témoignages, il est bien im- 
portant dé la soumettre au calcul. La chose, il 
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est vrai , devient souvent impossible , par la dif- 
liculté d'apprécier la véracité des témoins ^ et 
par le grand nombre de circonstances dont les 
faits qu'ils attestent , sont accompagnés. IMais 
on peut dans plusieurs ca^^ résoudre des pro- 
blèmes qui ont beaucoup d'analogie avec les ques- 
tions qu'on se propose ^ et dont les solutions peu- 
vent être regardées comme des approximatioDS 
propres à nous guider et à nous garantir des er- 
reurs et des dangers auxquels de mauvais raison- 
nemens nous exposent. Une approximation de ce 
genre ^ lorsqu'elle est bien conduite, est toujours 
préférable aux raisonnemens les plus spécieux^ 
Essayons donc de donner quelques règles gàM- 
raies pour y parvenir. 

On a extrait un seul numéro , d'une urne qui 
en renferme mille. Un témoin de ce tirage an- 
nonce que le n® 79 est sorti ; on demande la pro- 
babilité de cette sortie. Supposons que Texpé^ 
rience ait fait connaître que ce témoin trompe 
une fois sur dix, en sorte que la probabilité de son 
témoignage soit ~. Ici, l'événement observé est 
le témoin attestant que le n' 79 est sorti. Cet évé- 
nement peut résulter des deux hypothèses sui- 
vantes, savoir, que le témoin énonce la vérité, 
ou qu'il trompe. Suivant le principe que nous 
avons exposé sur la probabilité' des causes, tirée 
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des évènemens observés , il faut d'abord déter- 
niîner à priori^ la probabilité de Févènement dans 
chaque hypothèse. Dans la première, la probabi- 
lité que le témoin annoncera le n® 79, est la 
probabilité même de la sortie de ce numéro, 
c'est-à-dire t^ôô' H ^^^ la multiplier par la pro- 
babilité -^ de la véracité du témoin; on aura 
donc 70I05 pour la probabilité de l'événement 
observé, dans cette hypothèse. Si le témoin 
trompe, le n® 79 n'est pas sorti; et la probabilité 
de ce cas est —iô* Mais pour annoncer la sortie 
de ce numéro, le témoin doit le choisir parmi 
les 999 numéros non sortis; et comme il est sup- 
posé n'avoir aucun motif de préférence pour les 
uns plutôt que pour les autres, la probabilité 
qu'il choisira le n® 79 est 9^; en multipliant 
donc cette probabilité, par la précédente, on 
aura 7— ^ pour la probabilité que le témoin an- 
noncera le n** 79, dans la seconde hypothèse. Il 
faut encore multiplier cette probabilité, par la 
probabilité — de l'hypothèse elle-même; ce qui 
donne t^-ôô pour la probabilité de l'événement, 
relative à cette hypothèse. Présentement, si l'on 
forme une fraction dont le numérateur soit la 
probabilité relative a la première hypothèse , et 
dont le dénominateur soit la somme des proba- 
bilités relatives aux deux hypothèses; on aura 
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par le sixième principe , la probabilité de la pre- 
mière hypothèse, et cette probabilité sera 7^, c'est- 
à-dire la véracité même du témoin. Cest aussi 
la probabilité de la sortie du n'' 79. La probabi* 
lité du mensonge du témoin et de ]a non-sortie 
de ce numéro , est ^ô. 

Si le témoin voulant tromper, avait quelqu'in- 
térét à choisir le n"" 79 parmi les numéros non 
sortis; s'il jugeait, par exemple, qu'ayant placé 
sur ce numéro une mise considérable, l'annonce 
de sa sortie augmentera son crédit; la probabilité 
qu'il choisira ce numéro , ne sera ;^s , comme 
auparavant, gj^ ; elle pourra être alors ^, 3, etc., 
suivant l'intérêt qu'il aura d'annoncer sa sortie. 
En la supposant ^, il faudra multiplier par irette 
fraction, la probabilité r^, pour avoir dans 
l'hypothèse du mensonge , la probabilité de l'é- 
vénement observé, qu'il faut encore multiplier 
par Yz; ce qui donne 7^5^ pour la probabilité 
de l'événement dans la seconde hypothèse. Alors 
la probabilité de la première hypothèse, ou de 
la sortie du n^ 79 , se réduit par la règle précé- 
dente, à yI^. Elle est donc très affaiblie par la 
considération de l'intérêt que le témoin peut avoir 
à annoncer la sortie du n"* 79. A la vérité, ce 
même intérêt augmente la probabilité -— que le 
témoin dira la vérité, si le n*^ 79 sort. Mais cette 
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probabilité ne peut excéder l'unité ou-J-fj ainsi 
la probabilité de la sortie du n*^ 79, ne surpassera 
pas 777 . Le bon sens nous dicte que cet intérêt doit 
inspirer de la défiance ; mais le calcul en apprécie 
l'influence. 

La probabilité à priori du numéro énoncé par 
le témoin , est l'unité divisée par le nombre des 
numéros de l'urne ; elle se transforme en vertu 
du témoignage^ dans la véracité même du té- 
moin ; elle peut donc être affaiblie par ce témoi- 
gnage. Si , par exemple, l'urne ne renferme que 
deux numéros , ce qui donne \ pour la probabi- 
lité à prîbrî delà sortie du n° i ; et si la véracité 
d'un témoin qui l'annonce est ys > cette sortie en 
devient moins probable. En effet, il est visible 
que le témoin ayant alors plus de pente vers le 
mensongcque vers la vérité; son témoignage doit 
diminuer la probabilité du fait attesté, toutes les 
fois que cette probabilité égale ou surpasse \. 
Mais s'il y a trois numéAs dans l'urne ; la pro- 
babilité a priori de la sortie du n° i , est accrue 
par l'affirmation d'un témoin dont la véracité 
surpasse j. 

Supposons maintenant que l'urne renferme 
999 boules noires et une boule blanche, et qu'ime 
boule en ayant été extraite , urt témoin du tirage 
annonce que cette boule est blanche. La probabi- 
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lité de 1 événement observé, déterminée à priori 
dans la première hypothèse , sera ici, comme 
dans la question précédente , égale à rsl^ô- M^ 
dans l'hypothèse où le témoin trompe , la boule 
blanche n'est pas sortie , et la probabilité de ce 
cas est 1^^. n faut la multiplier par la probabi- 
lité rh du mensonge , ce qui donne ylllô pour la 
probabilité de l'événement observé, relative à 
la seconde hypothèse. Cette, probabilité n'était 
que T^lôô d^us la question précédente : cette 
grande différence tient à ce qu'une boule noire 
étant sortie, le témoin qui veut tromper n a point 
de choix à faire parmi les 999 boules non sor- 
ties, pour annoncer la sortie d'une boule blanche. 
Maintenant, si l'on forme deux fractions dont 
les numérateurs soient les probabilités relatives 
à chaque hypothèse, et dont le dénominateitf 
commun soit la somme de ces probabilités ; on 
aura -—^-^ pour la probabilité de la première hy- 
pothèse et de la sortie d'une boule blanche; 
et -^-^ pour la probabilité de la seconde hypo- 
thèse et de la sortie d'une boule noire. Cette der- 
nière probabilité est fort approchante de la cer- 
titude : elle en approcherait beaucoup plus en- 
core, et deviendrait r^^^ , si l'urne renfermait 
un million de boules dont une seule serait blanche; 
la sortie d'une boule blanche devenant alors beau- 



Sim LES PROBABILITES. l45 

coup plus extraordinaire. Oa voit ainsi comment 
la probabilité du mensonge croit à mesure que 
le fait devient plus extraordinaire. 

Nous avons supposé jusqu'ici que le témoin ne 
se trompait point; mais si l'on admet encore la 
chance de son erreur y le fait extraordinaire de- 
vient plus invraisemblable. Alors au lieu de deux 
hypothèses^ on aura les quatre suivantes, savoir, 
celle du témoin ne trompant point et ne se trom- 
pant point ; celle du témoin ne trompant point 
et se trompant ; l'hypothèse du témoin trompant 
et ne se trompant point; enfin celle du témoin 
trompant et se trompant. En déterminant à priori 
dans chacune de ces hypothèses, la probabilité 
de l'événement observé ; on trouve parle sixième 
principe , la probabilité que le fait attesté est faux, 
égale à une fraction dont le numérateur est le 
nombre des boules noires de l'urne, multiplié 
par la somme des probabilités que le témoin ne 
trompe point et se trompe, ou qu'il trompe et 
ne se trompe point, et dont le dénominateur est 
ce numérateur augmenté de la somme des pro- 
babilités que le témoin ne trompe point et ne se 
trompe point, ou qu'il trompe et se trompe à la 
fois. On voit par là , que si le nombre des boules 
noires de l'time est très grand , ce qui rend ex- 
traordinaire , la sortie de la boule blanche; la 
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probabilité que le fait attesté n'est pas ^ approche 
extrênicment de la certitude. 

En étendant cette conséquence ^ à tons les £adts 
extraordinaires; il en résulte que la {probabilité 
de l'erreur ou du mensonge du témoin , derient 
d'autant plus grande y que le fait attesté est {^ 
extraordinaire. Quelques auteurs ont avancé le 
contraire y en se fondant sur ce que la vue d'un 
fait extraordinaire, étant parfaitement semblable 
à celle d'un fait ordinaire ; les mêmes motîÊ 
doivent nous porter à croire également le témoin^ 
quand il affirme l'un ou l'autre de ces £aits« Le 

simple bon sens repousse une aussi étrange as- 
sertion : mais le calcul des probabilités ^ en con- 
firmant l'indication du sens commun, apprécie de 
plus y l'invraisemblance des témoignages sur les 
faits extraordinaires. 

Ces auteurs insistent et supposent deux témoins 
également dignes de foi , dont le premier atteste 
qu'il a vu mort, il y a quinze jours, un individu 
que le second témoin affirme avoir vu hier , plein 
de vie. L'un ou l'autre de ces faits n'ôfire rien 
d'invraisemblable. La résurrection de l'individu 
est une conséquence de leur ensemble ; mais les 
témoignages ne portant point directement sur 
elle , ce qu'elle a d'extraordinaire ne doit point 
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affaiblir la croyance qui leur est due. '{Encjrclo^ 
pédie j art. Certitude. ) 

Cependant^ si la conséquence qui résulte de 
l'ensemble des témoignages était impossible , l'un 
d'eux serait nécessairement faux ; or une consé- 
quence impossible est la limite des conséquences 
extraordinaires^ comme Terreur est la limite des 
invraisemUances ; la valeur des témoignages , 
qid devient nulle dans le cas d*flne conséquence 
impossible , doit donc être très affaiblie dans celui 
d'une conséquence extraordinaire. C'est en effet , 
ce que le calcul des probabilités confirme. 

Pbur le faire voir, considérons deux tunes 
A et B dont la première contienne un million 
de boules blanches , et la seconde , un nullion de 
boules noires. On tire de Fune de ces urnes , xme 
boule que l'on remet dans l'autre urne dont on 
extrait ensuite une boule. Deux témoins , Yua du 
premier tirage , l'autre du second , attestent que 
la botde qu'ils ont vu extraire , est blanche ; sans 
indiquer 4'ume dont elle a été extraite. Chaque 
témoignage pris isolément , n'a rien d'invraisemr 
blable; et il est facile de voir que la probabilité 
du fait attesté, est la véracité même du témoin. 
Mais il suitdel'ensembledes témoignages , qu'une 
boule blanche a été extraite de l'urne A au pre- 
mier tirage, et qu'ensuite, mise dans l'orne B, elle 

lO 
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a reparu au second tirage, œqui est fort extraoi^ 
dinafre ; car cette seconde urne renfermant alors 
une boule blanche sur un million de boules noires, 
la probabilité den extraire la boule blanche est 
I7Ô7Ô7T* Pour déterminer l'affaiblissement qui en 
résulte dans la probabilité de la chose énoncée par 
les deux témoins ; nous remarquerons que réyène- 
ment observé est ici l'affirmation par chacund'enz, 
que la boule qu'ila vu extraire, est blanche. Re» 
présentons par -^ la probabilité qu'il énonce k 
vérité, ce qui peut avoir lieu dans le cas pnésents 
lorsque le témoin netrompe point, et nesetrompe 
point, et lorsqu'il trompe et se trompe à la -fois. 
On peut former les quatre hypothèses suivantes, 
i"". Le premier et le second témoin disent k 
vérité. Alors une boule blanche a d'abord été ex<^ 
traite de l'urne A, et la probabilité de cet évène^ 
ment est ■^, puisque la boule extraite au ]»iemier 
tirage a pu sortir également de Tune ou de l'autre 
urne. Ensuite , k boule extraite mise dana-rume 
B a reparu au second tirage : la prokdûlité de 
cet événement est r^ôisôT } 1^ probabilité du 
fait énoncé est donc Tôôiôoft • ^^ ^ multipliant 
par le produit des probabilités y^ ^^ ^ <P^ ^^ 
témoins disent k vérité , on aura aoooVofgo V^^^ 
k probabilité de l'événement observé , dans cette 
première hypothèse. 
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s"". Le premier témoin dit la yérité, et le se- 
cond ne la dit points soit qu'il trompe et ne se 
trompe points soit qu'il ne trompe point et se 
trompe. Alors une boule blanche est sortie de 
l'urne A au premier tirage^ et la probabilité de 
cet événement est --• Ensuite cette boule ayant 
été mise dans Fume B , une boule noire eu a 
été extr^te : la probabilité de cette extraction est 
^; on a donc ;-S^||| pour la probabilité de 
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l'événement composé. En la multipliant par le 
produit des deux probabilités-^ et -^ que le pre- 
mier témoin dit la vérité , et que le second ne la 
dit point ; on aura jf§|~ïSi ponr la probabilité de 
l'événement observé^ dans la seconde hypothèse. 
3*. Le premier témoin ne dit pas la vérité, et 
le second l'énonce. Alors une boule noire est 
sortie de l'urne B au premier tirage , et après 
^Lvoir été mise dans l'urne A ^ ime boule blanche 
a été extraite de cette urne. La probabilité du 
premier de ces évènemens est ^ , et celle du se- 
cond est \lllll\ } la probabilité de l'événement 
composé est donc llUlll . En la multipliant par 
le produit des probabilités yô et -^, que le pre- 
mier témoin ne dit pas la vérité , et que le second 
l'énonce ; on aura ï|||-?fIIô pour la probabilité de 
l'événement observé , relative à cette hypothèse. 
4^. Enfin, aucun des témoins ne dit la vérité. 

lO., 
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Alors une boule noire a été extraite de rame B 
au premier tirage ; ensuite ayant été mise àaÉi& 
Fume A, elle a reparu au second tirage : la pro- 
babilité de cet événement composé est rôôioôi- 
En la multipliant par le produit des 



tés Yô ^^ Tôf V^^ chaque témoin ne dit pas la yé* 
rite; on aura ^oeoôomoo ' pour la probabilité de 
révènement observé , dans cette hypotltese. 

Maintenant, pour avoir la probabilité de la 
chose énoncée par les deux témoins , savoir, 
qu'une boule blanche a été extraite à chacun des 
tirages; il &ut diviser la probabilité correspon- 
dante à la première hypothèse, par la somme 
des probabilités relatives aux quatre hjrpôthèses; 
et alors on a pour cette probabilité, tiôloôTrA 
fraction extrêmement petite. 

Si les deux témoins affirmaient, le preniiîer, 
qu'une boule blanche a été extraite de l'une des 
deux urnes A et B ; le second , qu'une boule 
blanche a été pareillement extraite de Tune des 
deux urnes A' et B', en tout semblables aux pre- 
mières; la probabilité de la chose énoncée par 
les deux témoins serait le produit des probabi- 
lités de leurs témoignages ou '^; elle serait 
donc, cent quatre- vingt mille fois au moins, 
plus grande que la précédente. On voit par là, 
combien dans le premier cas , la réapparition au 
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second tirage , de la boule blanche extraite au: 
premier, conséquence extraordinaire deis deui& 
témoignages y éxi. affaiblit lu valeur « 

Nous n'ajouterions point foi au. témoignage^ 
d'un homme qui nous attesterait qu'éa projetant* 
cent dés. en l'air^ ih sont tous retombés sur 1» 
même &ce. Si nous avions été nous-mêmes spec- 
tiatéurs de cet événement^ nous n'en croirions 
nos propres yeux, qu'après en avoir scrupuleu-» 
çemènt examiné toutesiès circonstances, et; après, 
en avoifi rendu. d'autres yeux témoins, pour être 
bien sûrs qu'il n'y a eu ni haUucination ni pres- 
tige. Mais après.cet examen, nous ne balance- 
rions pointa l'admettre, malgré sou extrême in- 
vraisemblance; et personne ne serait tenté, pour 
l'expliquer, de recourir à uu renversement des 
lois de la vision « Nous devops en conclure que la 
probabilité de la constance des lois dé la na- 
ture, est pour uous,, supérieure à celle que l'é- 
vénement dont il s'agit ,. ne doit point avoir lieu ; 
probabilité supérieure eUe-même à celle de la 
plupart des faits historiques que nous regardons 
comme incontestables. On peut juger par là du 
. poids immense de témoignages , nécessaire pour 
admettre une suspension des lois naturelles; et 
combien il serait abusif d'appliquer à ce cas les 
yègles ordinaires de la critique. Tous ceux qui 
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sans offrir cette immensité de témoignages^ 
étayent ce qa'ils avancent , de récits d'éy ènemetis 
contraires à ces lois^ affaiblissent plutôt qaîk 
n'augmentent la croyance qulls cherchent àin- 
spirer ; car alors ces récits rendent très {nrdbaUe 
Terreur ou le mensonge de leurs auteurs. Maïs ce 
qui diminue la croyance des hommes éclairés» 
accroît souvent celle du vulgaire , toujours avide 
du merveilleux» 

Il y a des choses tellement extPMrdinaxreSjt 
que riea ne peut en balancer llnvraisemblanœ. 
Mais ceUe*-cî, par l'effet d'une opinion domi- 
nante, peat être affaiblie au point de paraître iiH 
férieure à la probabilité des témœgnâges; et 
quand cette opinion vient à dianger, tm récit 
absurde admis unanimement dans le siècle qaî 
lui a donné naissance , n'offre aux sièdes suivans^ 
qu'une nouvelle preuve de l'extrême influence 
de l'opinion générale , sur les meilleurs esprits. 
Deux grands hommes du siècle de Louis ISV y 
Racine et Pascal en 8<mt des exemples frappans. 
U est affligeant de voir avec quelle complaisance y 
Racine, ce peintre admirable du cœur humain 
et le poète le plus parÊiit qui fut jamais, n^ 
porte comme miraculeuse, la guérison de la 
jeune Perrier, nièce de Pascal et pensÂonnaire 
à l'abbaye de Port-Royal : il est pénible de lire 
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les raisoanemens par lesquels Pascal cherche à 
prouver q[ue ce miracle 4jsvenait nécessaire à la 
religion^ pour justifier la doctrine des religieuses 
de cette abbaye , alors persécutées par les Jésuites. 
La jeune Parrier était depuis trois ans et demi ^ 
affligée d'iwe fistule iai^ry maie : elle toucha de 
son œil malade, une relique que IVm prétendait 
être une des épines de la couronne du Sauveur , 
et elle se <ri^t à l'instant guérie. Quelques jours 
après, les médecins et les chifui^êns constatèrent 
la guérison, et ils jugèrent que la*nature et les re- 
mèdes n'y avaient eu aucune part. Cet événement 
arrivé en i656 , ayant (ait un grand bruit ; 
<c tout Paris se porta, dit Racine, à Port-Royal. 
» La foule croissait de jour en jour, et Dieu 
» même semblait prendre jJaisir à autoriser la 
» dévotion des peuples, par la quantité de mi- 
M racles qui se firent en cette église. » A cette 
époque, les miracles et les sortilèges ne parais-^ 
saient pas encore invraisembkbie&; et l'on n'h^-^ 
tait point à leur attribuer les singularités dé la 
nature , que l'on ne pouvait autrement expliquer. 
Cette manière d'envisager les effets extraordi- 
naires, se retrouve dans les ouvrages les plus' 
remarquables du siècle de Louis XIY , dans 
. TËssai même sur l'entendement humain , du sage 
Locke, qui dît en parlaiit des degrés d'assenti-^ 
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ment : c^ quoique la commune expemtto» et fe 
» cours ordmaire des choses aient aYecvai&on> 
D une grande influence sur Fesprit des bommes^ * 
2) pour les porter à donner ou à refuser leur coa^ 
» sentement à une chose qui leur est proposée a 
croire; il y a pourtant un cas où ce qu'il j a 
d'étrange dans un fait, n'affaiblit point l'assen* 
timent que nous devons donner au témoignage 
sincère sur lequel il est foxide. Lorsque des- 
évènemens surnaturels sont conformes aux 
fins que se propose celui qui a le .pouyoir de - 
changer le cours de la nature^ dan», un tel- 
temps et daq& de telles circonstances; ils peu- 
vent être d'autant plus propres à trouver 
créance dans nos esprits, qu'ils sont plus aur- 
dessus d^ observations ordinaires , ou mâme 
qu'ils y sont plus opposa, h Les vrais princi-^ 
pes de la probabilité des témoignages, ayant été 
ainsi méconnus des philosophes auxquels ht rai^ 
son est principalement redevable de ses progrès ;^ 
j'ai cm devoir exposer avec étendue ^ les résultats 
du calcul sur cet important objet. 

Ici se présente naturellement la discussion d'un 
argument famçux de Pascal , que Graig , mathé^ 
in«aticiea anglais, a reproduit sous une forme 
géométrique. Des témoins attestent qu'ils tien- 
\xexA de U Divinité même, qu'en se conformant 
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i telle diose, on jouira/ non pas dune ou dé 
deux> mais d'une infinité de vies heureuses*. 
Qudque faible que soit la probabilité des témoi- 
gnages, pourvu qu'elle* ne soit pas infiniment 
petite i; il est clair que l'avantage de ceux qui se 
conforment à la chose prescrîte , est infini , puis- 
qu'il est le produit de cette probabilité par un 
bien infini ; on ne doit donc point balancer à se 
procurer cet avantage. 

Cet argument est fondé sur le non^bre infini 
des vies heureuses jnromises au nom de la Divi- 
nité, par les témoins; il faudrait donc faire ce 
qu'ils prescrivent, précisément parce qu'ils exa-*^ 
gèrent leurs promesses au - delà de toutes li- 
mites,, conséquence qui répugne au bon sensée 
Aussi le oalcul nous Êiitr^îl voir que cette exagé-^ 
ration même affidblit ta probabilité de leur té- 
moignage, au point de la rendre infiniment pe- 
tite ou nulle» En effet j ce cas revient à celui d'un 
témoin qui annoncerait la sortie du numéro le- < 
plus élevé , d'une urne remplie d'un grand nom-< 
brede numéros dont un seul a été extrait, et qui 
apurait un grand intérêt à annoncer la sortie de ce 
numéro. On a vu précédemment combien cet in^ 
\erêt affaiblit son témoignage^ En n'évaluant qu'à 
^ la probabilité que si le témoin trompe ^ il choi- . 
$ii:a le plu3 grand numéro ; le calctd donne K 
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probabilité de soa annoace,^ plus petite qn^viie 
fraction dont le numérateur est l'unité , et doatlk 
dénominateur est Tunité plus la moitié da pM^ 
duit du nombre des numéros , par la probabilita»^ 
du mensonge considérée à priori ou indiqieD^ 
damment de Tannonoe. Pour assimiler œ cas à 
celui de l'argument de Pascal , il suffit de repeé^ 
senter par les numéros de l'urne , tous les nom-« 
bres possibles de vies heureuses ^ ce <pu. rend le 
nombre de ces numéros , infini ; et d'observer que 
si les témoins trompent, ils ont le plus grand in^ 
térét pour accréditer leur mensQoge, à promettre' 
une éternité de bonheur. L'expression de la pro- 
babilité de leur témoignage, devient alors infini- 
ment petite. En la multipliant par le nombre 
infini de vies heureuses promises, rinfini dispa-^ 
rait du produit qui exprime l'avantage rfôultant 
de cette promesse, ce qui détruit l'ai^ument de 
Pascal. 

Considérons présentement la prcJnbilité de 
l'ensemble de plusieurs témoignages sur un fait 
déterminé. Pour. fixer les idées, supposons que 
ce fait soit la sortie d'un numéro d'une urne qui 
en ren£erme c^t , et dont on a extrait un seul nu- 
méro. Deux témoins de ce tirage, annoncent que 
le n^ 2: est sorti; et l'on demande la probabilité 
résultante de l'ensemble de ces témoignages. On 
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peut former ces deux hypothèses : les témoins 
disent la vérité f les témoins trompent. Dams la 
première hypothèse , le n® a est sorti , et. la pro- 
babilité de cet événement est 7^. Il faut la mul- 
tiplier par le produit des véracités des témoins^ 
véracités que nous supposerons être -^'et 7^: on 
aura donc 7^^ pour la probabilité de levèné* 
ment observé 9 dans cette hypothèse. Dans la se- 
conde, le n^ 3 n'est pas sorti, et la probabilité 
de cet événement est -^-. Mais l'accord des té- 
moins exige alors quren cherchant à tromper^ 
ik choisissent tous deux le numéro 2 , sur les 
99 numéros 'tiM' sortis : la probabilité de ce 
choix, si les téinoins ne s'entendent points est 
le produit de la fraction ^ par elle-même; il 
faut ensuite multiplier ces deux probabilités en- 
semble, et par le produit des probabilité tô ^^ "^ 
que les témoins trompent; on aura ainsi ji-^ô^ 
pour la probabilité de l'événement observé , dans 
la seconde .hypothèse. Maintenant on aura la [mtot 
habilité du Êiit attesté ou de la sortie du n* :i , en 
divisant la probabilité relative k la première hy- 
pothèse , par la somme des probabilités relatives 
aux deux hypothèses; cette probabilité sera 
donc xlH ; et la probabilité de la non-tortie de 
ce numéro et du mensonge des témoins sera ^73 • 
Si l'urne ne renfermait que les' numéros i et 3^ 
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on trouverait de la même mamèpe, ^ pour la 
probabilité de la sortie dun® 2 , et par conséquent 
-^ pour k prob^îlité du mensonge des témoins, 
probabilité quatré-vipigt-Kjuatorze fois au m'oms^ 
plus grande que la précédente. On voit par là ^^ 
combien la probabilité du mensonnge des témoins, 
diminue , quand le fait qu^ls attestent est moihs; 
probable en lui^néme. En effet , on conçoit qu'a^ 
lors l'accord des témoins , lorsqu'ils trompent^, 
devient plus difficile, k moins qu'ils ne s'enten-^ 
dent, ce que nous ne supposons pas îd. 

Dans le cas précédent où Fume né renfermant 
que deux numéros, ta probabilité à |>rû»ri du fait 
attesté est i; la probabilité résultante des téinoi- 
gnageSy est le produit des véracités des témoms^,. 
divisé par ce produit ajouté à celui dès probabi^ 
lités respectives de leur mensonge^ 

n nous reste à considérer Tinfitience du temps,^ 
sur la probabilité des faits transmis par une chaîne 
traditionneUe dfe témoins. Il est clair que cette 
probabilité doit diminuer à mesure que la cbalne- 
se prolonge. Si le fait n'a aucune prc^abilité pa^ 
lui-même, tel que la sortie d'un n** d'une urne qui- 
en renferme une infinité^ celle qu'il acquiiert par 
les témoignages, décroît suivant îe produit continu 
de la véracité des témoins. Si le fait a par lui- 
même, une probabilité; si, par exemple, ce fait 
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est 4a sortie du n° 2 d'une urne qui en renferme un 
nombre fini , et dont il est certain qu'on a ei^trait 
un seul numéro ; ce que la chaîne traditionnelle 
ajoute à cette probabilité, décroit suivant un pro- 
duit continu , dont le premier facteur est le rap^ 
port du nombre des numéros de l'urne moins un^ 
à ce même* nombre ; et dont chaque autre fac- 
teur est la véracité de chaque témoin, diminuée 
du rapport de la probabilité de son mensonge , 
au nombre des numéros de l'urne moins un; en 
sorte que la limite de la probabilité du fait , est 
celle de ce fait considérée à priori ou indépen- 
damment des témoignages, probabilité égale à l'u- 
nité divisée par le nombre des numéros de l'urne. 
L'action du temps affaiblit donc sans cesse , la 
probabilité des faits historiques, comme elle al- 
tère les monumens les plus durables. On peut, à 
la vérité , la ralentir en multipliant et conservant 
les témoignages et les monumens qui les étayent. 
L'imprimerie offire pour cet objet , un grand 
moyen malheureusement inconnu des anciens; 
Malgré les avantages infinis qu'elle procure , les 
révolutions physiques et morales dont la surface 
de ce globe sera toujours agitée, finiront, en se 
joignant à l'effet inévitable du temps, par rendre 
douteux après des milliers d'années, les faits his- 
toriques aujourd'hui les plus certains. 
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Craig a esBayé de soumettre an calcul, raflai-* 
bliaseipent graduel des. preuves de la religion 
chrétienne : en supposant que le monde doit &^ 
nirà 1 époque où elle cessera d'être probable^ il 
trouve que cela doit arriver, 1454 ans après le 
moment où il écrit. Mais son analyse est' aussi 
fautive, que son hypothèse sur la durée du fiwnda 
est bizarre^ 

Des choix et des décisions des assemblées. 

La probabilité des décisions d une assemMeQ 
dépend de la pluralité des Yoix, des lumières et 
de l'impartialité des membres qui la composent. 
Tant de passions et d'intérêts particuliers y mè-^ 
lent si souvent leur influence, qu'il est impossiUe 
de soumettre au calcul, cette probabilité. Il y a 
cependant quelques r&ultats généraux dictés par 
le simple bon sens, et que le calcul confirme. Si, 
par exemple , l'assemblée est très peu éclairée sur 
l'objet soumis à sa décision; si cet objet exige 
des considérations délicates , ou si la vérité sur ce 
point est contraire à des préjugés reçus, en sorte 
qu'il y ait plus d'un contre un à parier que chaque 
votant, s'en écartera ; alors la décision de la ma- 
jorité sera probablement mauvaise , et la crainte 
à cet égard sera d'autant plus fondée, que Xd$r 
semblée sera plus nombreuse. Il importe donc à 
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la chofie publique^ .que Im assemblées n aient k 
-prgxi^pcer que «ur des objets à la portée du plus 
graoÂ nombre : il lui importe que l'instruction 
soit généralement répandue , et que de bons ou- 
vrages fondés sur la raison et sur l'expérience , 
éclairent ceux qui sont appelés à décider du sort 
de leurs semblables ou à les gouyemer, et les 
prémunissent d'avance contre les faux aperçus 
et les préventions de l'ignorance. Les savans ont 
de fréquentes occasions de remarquer que les 
premiers aperçus trompent souvent; et que le 
vrai n'est pas toujours vraisemblable. 

U est difficile de connaître et même de définir 
le vœu d'une assemblée , au milieu de la variété 
des opinions dç ses membres. Essayons de donner ■ 
sur cela^ quelques règles, en considérant les 
d^ux cas les plus ordinaires, l'élection entre plu- 
sieurs candidats, et celle entre plusieurs propo* 
sitions relatives au même objet. 

Lorsqu'une assemblée doit choisir entre plu- 
sieurs candidats qui se présentent pour une ou 
plusieurs places du métne genre ; ce- qui paraît 
le {dus simple est de £iâre écrire à chaque votant 
sur un billet, les noms de tous les candidats, 
suivant l'ordre du mérite qu'il leur attribue. En . 
supposant qu'il les classe de bonne foi, l'ihspec* 
tion de céà billets fera connàitre les résultats des 



l6o ^SSAl PBILOSOPHIQUE 

élections f de quelque manière que les candidats 
soient compares entre eux; en sorte que denûQ- 
yelles élections ne peuvent apprendre rien de 
plus à cet égard. U s'agit présentement d'en con- 
clure Tordre de préférence , que les billets éta- 
blissent entre les candidats. Imaginons. que l'on 
donne à chaque électeur^ une urne qui contienne 
une infinité de boules au moyen desquelles il 
puisse nuancer tous les degr& de mérite des 
candidats : concevons encore qu'il tire de son 
urne y un nombre de boules proportionnel aa 
mérite de chaque candidat i et supposons ce 
nombre écrit sur un billet, à côté du nom dn 
candidat. II est dair qu'en faisant ime somme de 
tous les nombres relatifs à chaque candidat sur 
chaque billet, celui de tous les candidats qui 
aura la plus grande somme , sera le candidat qne 
l'assemblée préfère; et. qu'en général, l'ordre de 
préféretice des candidats, sera celui des sommes 
relatives à chacun d'eux. Mais les billets ne mar- 
quent point le nombre des boules que chaque 
électeur donne aux candidats : ils indiquent seu- 
lement que le premier en a plus que le second^ 
le second plus que le troisième, et ainsi de suite. 
En supposant donc au premier , sur un biUet 
donné , un nombre quelconque de boules ; toutes 
les combinaisons des nombres inférieurs, qui 
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remplissent les conditions précédentes , sont éga- 
leihent admissibles; et Ton aura le nombre de 
boules, relatif à chaque candidat, en faisant une 
somme de tous les nombres que chaque combi- 
naison lui doniie, et en la divisant par le nombre 
entier des combinaisons. Une analyse fort simple 
fsit 'voir que les ^nombres qu'il faut écrire sur 
chaque billet à o6té du dernier nom, dé 1 avant- 
dernier ,r etc. , sont proportionnels aux termes 
àe la progression arithmétique i , 2 , 3 , etc. En 
écrivant donc ainsi sur chaque billet , les termes 
de cette progression , et ajoutant les termes 
relatifs à chaque candidat sur ces billets ; les 

diverses sommes indiqueront par leur grandeur , 
l'ordre de préférence qui doit être établi entre 
les candidats. Tel est le nK>de d'élection , qu'in- 
dique la Théorie des Probabilités. Sans doute, il 
serait le meilleur ; si chaque électeur inscrivait 
sur son billet les noms des candidats , dans l'ordre 
du mérite qu'il leur attribue. Mais les intérêts 
particuliers et beaucoup de considérations étran- 
gères au mérite , doivent troubler cet ordre , et 
faire placer quelquefois au dernier rang, le can- 
didat le plus redoutable à celui que l'on préfère ; 
ce qui donne trop d'avantage aux candidats d^un 

médiocre mérite. Aussi l'expérience a-t-elle fait 

II 
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abandonner ce mode d'élection , dans les éta- 
Uissemens qui l'avaient adopté. ^ 

L'élection à la majorité absolue des sufirages 
•réunit à la certitude de n'admettre aucun dés 
<;andidats que cette majorité rejette , l'ayantage 
d'exprimer le plussouvent, leyœu de rassemblée. 
-Elle coïncide toujours avec le mode précédent^ 
lorsqu'il n'y a que deux candidats.* A la yérité, 
elle expose à l'inconvénient <de rendre les éleo 
tions interminables. Mais l'expérieqce a fait vmc 
que cet inconvénient est nul^ et que le désir 
général de mettre fin aux élections , réunit bien- 
tôt la majorité des sufirages sur un des candidats. 

Le choix entre plusieurs propositions relatives 
au même objet, semble devoir être assujetti aux 
mêmes règles , que l'élection entre plusieurs can- 
'didats. Mais il existe entre ces deux <:as, cette 
différence , savoir , que le mérite d'un candidat 
n'exclut point celui de ses concurrens ; au lieu 
que si les propositions entre lesquelles il faut 
choisir sont contraires , la vérité de l'une exclut 
la vérité des autres. Voici comme on doit alors 
envisager la question. 

Donnons à chaque votant, une urne qui ren- 
ferme un nombre infini de boules; et supposons 
qu'il les distribue sur les diverses propositions > 
en raison des probabilités respectives qu'il leur 
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attribue. Il est clair que le nombre total des 
'boules exprimant la certitude , et le votant étant 
par l'hypothèse > assuré que l'une des proposi- 
tions doit être vraie ; il répartira ce nombre en 
entier , sur les propositions. Le problème se ré- 
duit donc à déterminer les combinaisons dans 
lesquelles les bouks stront réparties de manière 
Oit'il y en ait plus sur la première proposition 
du billet , que sur la seconde ;' plus sur la se-- 
condb que sur la troisième, etc. ; à faire les 
sonmoies de tous les inpmbres de boules , relatifs 
à chaque proposition dans ces diverses combi- 
naisons; et k diviser cette somme, par le nombre 
des combinaisons : les quotiens seront les nom- 
bres de boules, que l'on doit attribuer aux pro- 
positions sur un billet quelconque. On trouve 
par l'analyse ^ qu'en partant de la dernière pro- 
position , pour remonter à }aL première f ces quo^ 
tiens sont entre eux , comme les quantités sui- 
vantes : i*" l'unité divisée par le nombre des 
propositions; a^ la quantité prà:édente aug- 
mentée de l'unité divisée par le nombre des 
propositions moins une ; 5*" cette seconde quan- 
tité augmentée de l'unité divisée par le nombre 
des propositions moins deux ; et ainsi du reste. 
On écrira donc sur chaque billet , ces quantités 
à côté des propositions correspondantes ; et en 

II. • 
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ajoutant les quantités relatives à chacpe propo- 
sition , sur les divers billets; les sommes indi- 
queront par leur grandeur, Tordre de préférence 
tjue rassemblée donne à ces propositions. 

Disons un mot de la manière de renonvder 
les assemblées qui doivent changer en totalité , 
dans un nombre d années, déterminé. Le renou- 
vellement doit-il se faire k la fois ; ou conviedkil 
de le partager entre ces années? Diaprés ce dâS 
nier mod^^ l'assemblée serait formée sous rin- 
fluence des diverses opinions dominantes pendant 
la durée de son renouvellement; Vopimon qui j 
régnerait alors, serait donc très probablement la 
"moyenne de toutes ces opinions. L'assemblée 
recevrait ainsi du temps , le même avantage qne 
lui donne l'extension des élections de ses mem- 
bres, à toutes les parties du territoire qu'elle 
représente. Maintenant, si Ton considère ce que 
l'expérience n'a que trop fait connaître, savoir, 
que les élections sont toujours dirigées dans le 
sens le plus exagéré des opinions dominantes ; 
on sentira combien il est utile de tempérer ces 
opinions, les unes par les autres, au moyen d'un 
renouvellement partiel. 




SUR LES PROa^IUTÉf- x6$ 

De la probabilité des Jugemens des tribunaux.^ 

L'analyse confirme ce que le simple bon sens 
àous dicte, savoir, que k bcmte des jugemens 
est d'autatit plus probable , que les juges sont 
plus nombreux et plus éclair&« Il importe donc 
que les tribunaut d'appel remplissent ces deux 
conditions. Les tribunaux de première instance^ 
plus rapprochés des justiciables^ leur ofirent Fa^r 
vantaged'un premier jugement déjà probable , et 
dontils se contentent souvent, soit en transigeant, 
soit en se désistant de leurs prétentions. Mais si 
l'incertitude de l'objet en litige et son impor- 
tance déterminent un plaideur à recourir au tri- 
bunal d'appel ; il doit trouver dans une plus 
grande probabilité d'obtenir un jugement équi- 
table , plus de sûreté pour sa fortune , et la com* 
pensation des embarras et des frais qu'une nou- 
velle procédure entraine. C'est ce qui n'avait 
point lieu dans l'institution de l'appel réciproque 
des tribunaux de département, institution par là, 
très préjudiciable aux intérêts des citoyens. Il 
serait, peut-être, convenable et conforme au 
calcul 'des probabilités, d'exiger une majorité de 
deux voix au moins , dans un tribunal d'appel , 
pour infirmer la sentence du tribunal inférieur. 
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On obtiendrait ce résultat y si le tribuiËd d'appel 
étant composé d'un nombre pair de juges y h 
sentence subsistait dans le cas de l'égalité des 

VOIX. 

Je vais considérer particulièrement les juge^ 
mens en matière criminelle. 

n faut sans doute aux juges, pour condamner 
un accusé , les plus fortes preuves de son défit 
Mais une preuve morale n'est jamais qu'une pro- 
babilité; et l'expérience n'a que tro^fait connaltnê 
les erreurs dont les jugemens criminels ^ ceux 
mêmes qui paraissent être les plus justes , sont 
encore susceptibles. La possibilité de réparer ces 
erreurs est le plus solide argument des philoso- 
phes qui ont voulu proscrire la peine de mort. 
Nous devrions donc nous abstenir déjuger, s'il 
nous fallait attendre l'évidence mathématique. 
Mais le jugement est commandé par le danger 
qui résulterait de l'impunité du crime. Ce juge- 
ment se réduit, si je ne me trompe, à la solu- 
tion de la question suivante. La preuve du délit 
de l'accusé a-t-elle le haut degré de probabilité 
nécessaire , pour que les citoyens aient moins à 
redouter les erreurs des tribunaux , s'il est inno- 
cent et condamné, que ses nouveaux attentats, 
et ceux des malheureux qu'enhardirait l'exemple 
de son impunité , s'il était coupable et absous ? 
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La solution de cette que^on dépend de plusieurs 
élémens très difficiles à connaître. Telle est l'im- 
minence du danger <pii menacerait la société ^ 
si l'accusé c^minel restait impuni. Quelquefois ^ 
ce danger est si grande que le magistrat se 
ypit contraint de renoncer aux formes sageçtient 
établiesuJMur la sûijité de l'innocence* Mais ce 
qui ren^presque toujours la question dont il 
s'agit^ insoliub^e , est l'impossibilité d'apprécier 
exactement la probabilité du délits et de fixer 
celle qui est nécessaire pour la condamnation de 
Vaccusé. Chaque juge, a cet égard, est forcé de* 
s'en rapporter à son propre tact. Il forme son opi- 
nion, en comparant les divers témoignages et les 
circonstances dont le délit est accompagné , aux 
résultats de ses réflexions et de son expérience ; 
et ^usce rapport, une longue habitude d'inter- 
roger et de j.uger les accusés , donne beaucoup 
d avantages pour saisir la vérité au milieu d'in-^ 
dices souvent contradictoires. 

La question précédente dépend encore de la 
grandeur de la peine appliquée au délit f car on 
<^ige naturellement pour prononcer la mort, des 
preuves beaucoup plus fortes, que pour infliger 
une détention de quelques mois. C'est une raison^ 
de proportionner la peine au délit; une peine: 
grave appliquée à un léger délit , devant inévir- 



/ 
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tablement faire absoudre beaucoup de coupables. 
Uue loi qui donne aux juges la faculté de modé- 
rer la peine dans les cas de circonstances atté* 
nuantes, est donc conforme à la fois auxprincipeà 
d'humanité envers le coupable^ et à l'intéràb 
de la société. Le produit de la probabiKté du 
délit par sa gravité^ étante la mesure ^u diBr 
ger que Vabsolution de l'accusé peut fiore éprou-^ 
ver à la société ; on pourrait penser cfoe la pçine 
doit dépendre de cette probabilité. C^est ce que 
l'on fait indirectement dans les tribunaux où IW 
retient pendant quelque temps raccusé contre 
lequel s'élèvent des preuves très fortes ^ mais in- 
sufiisantes pour le condanmer : dans la vue d'ac-» 
quérir de nouveUes lumières , on ne le remet 
point sur-le-champ au milieu de ses condtoyens 
qui ne le reverraient pas^ sans de vives alarmes^ 
Mais l'arbitraire de cette mesure et l'abus qu'on 
peut en faire , l'ont fait rejeter dans les.pajrs où 
l'on attache le plus grand prix à la liberté indi- 
viduelle. 

Maintenant^ quelle est la probabilité que la 
décision d'un tribunal qui ne peut condamner 
qu'à une majorité donnée, sera juste, c'est-à- 
dire conforme à la vraie solution de la question 
posée ci-dessus? Ce problème important bien 
r^lu, donnera le moyen de comparer entre 
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eux y les tribunaux divers. La majorité d'une 
seule Yoix dans un nombreux tribunal , indique 
que Tafiaire dont il s'agit , est à fort peu près 
douteuse; la condamnation de l'accuse serait 
dc^lc alors contraire aux principes d'humanité , 
protecteurs de l'innocence. L'unanimité des juges 
dçnnerait une tiès grande probabilité d'une dé- 
dsioiy juste; mais en s'y astreignant, trop de 
coupables seraîentabsous. Il faut donc, ou limiter 
le nombre - des juges , si l'on ve^at qu'ils soient 
unanimes, ou accroître la majorité nécessaire 
pour condamner, lorsque le tribunal devient 
plus nombreux. Jt vais essayer d'appliquer le 
calcul à cet objet; persuadé qu'il est toujours le 
meilleiur guide , lorsqu'on l'appuie sur les don- 
nées que le bon sens npus suggère. 

La probabilité que l'opinion de^ chaque juge 
est juste > entre comme élément principal "dans 
ce calcul. Cette probabilité est évidemment rela- 
tive à chaque affaire. Si dans un trjbunal de mille 
et un juges , cinq cent un sont d'une opiAion/.et 
cinq cents sont de l'opinion contraire ; il est vi- 
sible que la probabilité de l'opinion de chaque 
juge surpasse bien peu -j ; *car en Ja supposant 
sensiblement plus grande , une seule voix de dif- 
férence serait 4iq événement^ invraisemblable. 
Mais si les juges sont unanimes, cela' indique 
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dans les preuves ^ ce degré de force qui eattalue 
la conviction; la probabilité de l'opinioa de 
chaque juge est donc alors très près de Tuiucté. oii 
de la certitude ; à moin% que des passions oi?^es 
préjugés communs n égarent à la fois tous les 
juges. Hors de ces cas , le rapport des voûl pour 
ou contre l'accusé, doit seul déterminer cette 
probabilité* Je suppose ainsi qu'elle peift va- 
rier depuis j jusqu'à l'unité, mais qu'elle ne ptïat 
être au-dessous de •;. Si cela n'était pa|^ la dédr 
sion du tribunal serait insignifiante conmie le 
sort : elle n'a de valeur , qu'autant que l'opinion 
du jnge a plus de tendance à la vérité , qu'a l'er- 
reur. Cest ensuite par le rapport des' nombres, 
de voix Êivorables et contraires à l'accusé^ que je 
détermine la probabilité de cette opinion. 

Ces données suffisent pour avoir l'expression 
générale de la probabilité que la décision d'un tri- 
bunal jugeant à une majorité connue, est juste. 
Dans les tribunaux où sur huit juges^ cinq voix 
seraient nécessaires pour la condamnation d'un 
accusé; la probabilité de l'erreur à craindre sur 
la justesse de la décision, surpasserait ^. Si le 
tribunal était^ réduit à six membres qui ne pour- 
raient condamner qu'à la pluralité de quatre 
voix; ; la probabilité de l'erreur à craindre , serait 
au-dessous de ^; il y aurait donc pour l'accusé/ 
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un avantage à cette réduction du tribunal. Dans 
l'un et l'autre cas j la majorité exigée est la même 
et égale à deux. Ainsi cette majorité demeurant 
obostante, la probabilité de l'erreur augmente 
avec le nombre des juges : cela est général , quelle 
que soit la majorité requise , pourvu qu'elle reste 
lalnême. En prenant donc pour règlç , le rapport 
arithmétique ; l'accusé se trouve dans une posi- 
tion de moins en moins avantageuse j à mesure 
que le tl^unal devient plus nombreux. On pour- 
rait croire quje dans un tribunal où l'on exigerait 
une majorit4v:dè douze voix, quel que fût le 
nombre des juges; les voix de la minorité, neu- 
tralisint un pareil nombre des voix de la majo- 
rité; les douze voix restantes représenteraient 
l'unanimité d'un jury de douze membres, requise 
en Angleterre, pour- la condamnation d'un ac- 
cusé. Mais on serait dans une grande erreur. Le 
bon sens fait voir qu il y a différence entre M. dé- 
cision d'un tribunal de deux cent douze^juges 
dont cent douze condamnent l'accusé , tandis que 
cent l'absolvent , et celle d'un tribunal dé* douze 
juges unanimes pour la condamnatiop. Danâ le 
premier cas , les cent voix fsrvorables à l'accusé , 
autorisent à penser que les preuves sont loin 
d'atteindre le degré de force qui entraine la con- 
viction : dans le second cas, l'unanimité des juges 
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porte à croire qu elles ont atteint ce degré. Biais 
le simple bon sens ue suffit point pour apprécier 
Textrème différence de la probabilité de reneuv 
dam ces deux cas* Il faut alors recourir au calt 
cul^ et Ton trouve un cinquième à peu prà» 
pour la probabilité de Terreur dans le pre-f 
mîer cas, et seulement -^^ pour cette plo- 
babilité dans le second cas y probabilité qui n'est 
pas un millième de la première. C'est une conr 
firmation du principe, que le rappoi} aritb-r 
métique est défavorable à raccn^, quand le 
nombre des juges augmente. ÀJOL^ixmtraire ^ si 
l'on prend pour règle , le rapport^j^éométrique:; 
la probabilité de l'erreur de la décision cUitfnue; 
quand le nombre des juges s'accroU. Par exemr 
pie y dans les tribunaux qui ne peuvent condam-r 
uer qu'à la pluralité des deux tiers des voix ; la 
probabilité de Terreur à craindre est à peu. près 
un quart y si le nombre des juges est six : elle est 
au-dessous de -^ , si ce nombre s'élève à douze* 
Ainsi, Ton ne doit se régler, ni sur le rapport 
arithmétique, ni sur le rapport géométrique; si 
Ton veut que la probabilité de Terreur, ne soit 
jamais au-dessus ni au-dessous d'une fraction dé«- 
terminée. 

Mais à quelle fraction doit-on se fixer? c'est 
ici que l'arbitraire commence, et les tribunaux 
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offrent à cet égard , de grandes variétés. Dans les 
tribunaux spéciaux où cinq voix sur huit , suffi** 
sent pour la condaniiiation de l'accusé , ]a proba- 
bilité de l'erreur à craindre sur la bonté du jùge^ 
ment^ efct -^^ ou au-dessus de ^. La grandeur de 
cette fraction est efirayante; mais ce qui doit ras- 
surer un peu y est la considération que le plus 
souvent^ le juge qui absout un accusé , he le re- 
garde pas comme innocent : il prononce seule- 
ment f qu'il n'est pas atteint par des preuves suf- 
fisantes pour qu'il soit condamné. On est surtout 
rassuré par la pitié que la nature a mise dans le 
cœur de l'homme ^ et )fui dispose l'esprit à voir 
difficilement un coupable^ dans l'accusé Éoumis 
à son jugement. Ce sentiment plus vif dans ceux 
qui n'ont point l'iiabitude des jugemens crimi- 
nels f compense les inconvéniens attachés à l'in- 
expérience des jurés. Dans un yapy dé douze 
membres , si la pluralité exigée pour la condam- 
nation est de huit voix sur douze; la probabilité 
de l'erreur à craindre, est ^9^ , ou xm peu plus 
.grande quhm huitième : elle est à peu près ^ , si 
cette pluralité est de neuf voix. Dans le cas de 
l'unanimité , la probabilité de l'erreur à craindre 
€st ~5^ , c'est-à-dire, plus de mille fois moindre 
que dans nos jurys. Cela suppose que l'unanimité 
résulte uniquement des preuves favorables ou 
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contraires à^Faccusé; mais des motifs entièrement 
étrangers doivent soavent concourir à la pro- 
duire , lors<pi'elle est imposée au jtfry, comme 
une condition nécessaire de son jugemenli Alors 
ses décisions dépendant Au tempéramenir, dm ca- 
ractère, des habîtudesr dès jurés , et des' cir- 
constances où ils se trouvent; elles sont quelque- 
fois contraires aux décisions que la majoHté du 
jtLry aurait prises , s'il n eût écouté qye les preu- 
ves; ce qui me parait être un grand de£iat de 
cette manière de juger, 

La probabilité des décisions est tiop £aâble dans 
nos jiuys ; et je pense quie pour donner une ga^ 
rantirf suffisante à l'innocence, on doit exiger au 
moins , la pluralité de neuf voix sur douve. 

Des Tables de mortalité, et des durées mojrermes 
de la vie^ des mariages et des associations 

quelconques. 

* 

La manière de former les Tables de mortalité 
est fort simple. On prend dans les registres civils, 
un grand nombre d'individus dont la naissance 
et la mort soient indiquées. On détermine com- 
bien de ces individus sont morts , dans la pre*- 
mière année de leur âge , combien dans la se- 
conde année, et ainsi de suite. On en conclut le 
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notlA^ d'individus vivans au commencement 
de chaque année; et Ton écrit ce nombre dans la 
table à côté d6 celui qui indique l'année. Ainsi 
l'on écrit à côté de zéro^ le nombre des nai«(sances; 
'à côté de l'année i /^e nombre des enfàns qui 
ont atteint une année; à côté de Tannée 2 ^ le 
nombre des enfans qui ont atteint deux années , 
«et* ain» du reste. Mais comme dans les deux 
premières années de la vie 9 la mortalité est très 
rapide; il faut pour plus d'exactitude , indiquer 
dans ce pifemier âge, le nombre des survivans à 
ht*i\n de chaqucdemi-anhée. 

Si l'on divise la somme des années de la vîe 
de tous les mdiVidus inscrits dans une Table de 
mortalité, par le noiribrcPde ces individus; on 
aura la durée moyenne de la vie qui correspond 
i cette Table. Pour cela, on multipliera par une 
denti-année , le nombre des morts dans la pre- 
mière année, nombre égal à la différence des 
nombres d'individus inscrits à côté des années o 
et 1. Leur mortalité devant être répartie sur 
•Fannée entière , Indurée moyenne de leur vie , 
n'est qu une demi-année. On multipliera par une 
année et demie, le nombre des morts dans la 
[seconde aimée ; par deux années et demie , le 
nombre des morts dans la troisième année , 
et ainsi de suite. La somme de tes produits, 
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divisée par le nombre des naissances , sqp:a la 
durée moyenne de la vie. Il est facifo^^^'d^ 
conclure que l'on aura cette durée , en fofmant la 
somme des nombres inscrits dans la Table 1 
côté de chaque année , en la divisant par le 
nombre des naissances , et en retranchant un 
demi, du quotient , Tannée étant prise pour 
unité. La durée moyenne de ce qui reste à vivre , 
en partant d^un âge quelconque ,. se détermine 
de la même manière , en opérant sur le nombre 
des individus qui sont parvenus à cet âge , comme 
on vient de le fau*e sur le nombre des paissanees. 
Cle n'est point au moment de la naissance , que la 
durée moyenne de la vie est la jAusigrande; c'est 
lorsqu'on a échappé aux dangers de la première 
enfance, et alors elle est d'environ qu2u:ante- 
trois ans. La probabilité d'arriver à un âge quel- 
conque en partant d'un âge donné , est ^aie au 
rapport des deux nombres d'individus, indiqués 
dans la table à ces deux âges. 

La précision de ces résultats exige que pour 
la formation des tables, on emploie un très grand 
nombre de naissances. L'analyse donne alors des 
formules très simples pour apprécier la probabi- 
lité que les nombres indiqués dans ces tables ne 
s'écarteront de la vérité, que dans d'étroites li- 
mites. On voit par ces formules, que l'intervalle 
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dies limites diminue et que la probabilité aug- 
mente , à mesure que l'on considère plus de nais- 
sances ; en sorte que les tables représenteraient 
exactement la vraie loi de la mortalité , si le 
nombre des naissances employées devenait infini. 
Une table de mortalité est donc une table des 
probabilités de la vie humaine. Le rapport des 
individus inscrits à côté de chaque année ^ au 
nombre des naissances y est la probabilité qu'un 
nouveau -né atteindra cette année. Comme on 
estime la valeur de l'espérance, en faisant une 
somme des produits de chaque bien espéré, par 
la probabilité de l'obtenir; on peut également 
évaluer la durée moyenne de la vie, en ajoutant 
les produits de chaque année, par la demi- 
somme des probabilités d'en atteindre le com- 
mencement et la fin; ce qui conduit au ré- 
sultat trouvé ci - dessus. Mais cette manière 
d'envisager la durée moyenne de la vie , a 
l'avantage de faire voir que dans une 'population 
stationnaire, c'est-à-dire telle que le n&mbre 
des naissances égale celui des morts , la durée 
moyenne de la vie est le rapport même "^de la 
population aux naissances annuelles; car la po- 
pulation étant supposée stationnaire , le nombre 
des individus d'un âge compris entre deux années 
consécutives de la table , est égal au nombre des 

12 
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naissances annuelles ^ multiplié par la demi- 
somme des probabilités d'atteindre ces années; 
la somme de tous ces produits sera donc la po- 
pulation entière ; or il est aisé de voir que cette 
somme divisée par le nombre des naissances an- 
nuelles, coïncide avec la durée moyenne de la 
vie , telle que nous venons de la définir. 

Il est facile au moyen d'une table; de morta- 
lité , de former là table correspondante de la po- 
pulation supposée stationnaire. Pour cela, m 
prend des moyennes arithmétiques entre les nom- 
bres de la table de mortalité correspondans aux 
âges, zéro et un an, un et deux ans; deux et ' 
trois ans, etc. La somme de toutes ces moyennes 
est la population entière : on l'écrit à côté de 
l'âge zéro. On retranche de cette somme, la pre- 
mière moyenne ; et le reste est le nombre des 
individus d'un an et au-dessus : on l'écrit a coté 
de l'année i. On retranche de ce pçemier reste; 
la seconde moyenne; ce second reste est le nom- 
bre des individus de deux années et aur^essus : 
on l'écrit à côté de l'année 2 ; et ainsi de suite. 

Tant de causes variables influent sur la mor- 
talité, que les tables qui la représentent , doivent 
changer suivant les lieux et les temps. Les divers 
états de la vie ofirent à cet égard , des différences 
sensibles relatives aux fatigues et aux dai^ers in- 
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séparables de chaque état , et dont il est indis- 
pensable de tenir compte dans les calculs fondés 
sur la i^urée de li,vie. Mais ces différences n'ont 
pas été suffisamment observées. Elles le seront un 
jour : alors on saura quel sacrifice de la vie^ 
chaque profession exige, et l'on profitera de ces 
connaisi^ances ; pour en diminuer les dangers. 

La salubrité plus ou moins grande du sol, son 
élévation , sa température y les mœurs des habi- 
tans, et les- opérations des gouvememens ont sur 
la mortalité, une influence considérable. Mais il 
faut toujours faire précéder la recherche de la 
cause des différences observées, par celle de la 
probabilité avec laquelle cette cause est indiquée. 
Ainsi le rapport de la population aux naissances 
annuelles, que l'on a vu s'élever en France , à 
vingt-huit et un tiers, n'est pas égal à vingt-cinq 
dans l'ancien duché de Milan. Ces rapports éta- 
blis l'un et l'autre , sur un grand nombre de nais- 
sances, ne permettent pas de révoquer en doute 
l'existence dans le Milanès , d'une cause spéciale 
de mortalité ^ qu'il importe au gouvernement de 
ce pays , de Techercher et de faire disparaître. 

Le rapport de la population aux naissances 
s'accroîtrait encore, si l'on parvenpt à .diminuer 
ou à éteindre quelques maladies dangereuses et 
très répandues. C'est ce qtie l'on a fait heureuse- 

12.. 
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ment pour la petite vérole ; d'abord par Tinocu^ 
lation de cette maladie; ensuite d'une manière 
bea:ucoup plus avantageuse , p^ rinoculaition de 
la vaccine , découverte inest'unable de Jenner qui 
par là s'est rendu l'un des plus grands bienfiiiteuFS 
de l'humanité. 

La petite vérole a cela de particulier , savoir ^ 
que le même individu n'en est pas deux fois at- 
teint , ou du moins y ce cas est si rare^ que l'on 
peut en faire abstraction dans le calcul. Cette ma- 
ladie à laquelle peu de monde échappait avant la 
découverte de la vaccine j est souvent mortelle et 
fait périr un septième environ de ceux cpi'elle 
attaque. Quelquefois eUe est bénigne , et l'expé- 
rience à fait connaître qu'on lui donnait ce dep- 
nier caractère , en l'inoculant sur des personnes 
saines^ préparées par un bon régime , et dans 
une saison favorable. Alors le rapport des indi- 
vidus qu'elle fait périr ^ aux inoculés , n'est pas 
un trois-centième. Ce grand avantage de l'inocu- 
lation j^ joint à ceux de ne point altérer la beauté , 
et de préserver des suites fâcheuses que la petite 
vérole naturelle entraîne souvent après elle, la 
fît adopter par un grand nombre de personnes. 
Sa pratique fut vivement recommandée; mais, 
ce qui arrive presque toujours dans les choses 
sujettes à des inconvéniens , elle fut vivement 
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combattue. Au milieu de cette dispute^ Daniel 
Bernoulli se proposa de soumettrf^ au calcul des 
probabilités, l'influence de l'inoculation sur la 
durée moyenne de la vie. Manquant de données 
précises sur la mortalité produite par la petite 
vérole, aux divers âges de la vie; il supposa que 
le danger d'avoir cette maladie et celui d'en pé- 
rir, sont les mêmes à tout âge. Au moyen de ces 
suppositions, il parvint par une analyse délicate, 
à convertir une table ordinaire de mortalité, 
dans celles qui auraient lieu, si la petite vérole 
n'existait pas, ou si elle ne faisait périr qu'un 
très petit nombre de malades; et il en conclut 
que l'inoculation augmenterait de trois ans au 
moins, la durée moyenne de la vie; ce qui lui 
parut mettre hors de doute, l'avantage de cette 
opération. D'Alembert attaqua l'analyse de Ber- 
noulli , d'abord sur l'incertitude de ses deux hypo- 
thèses; ensuite , sur son insuffisance, en ce que l'on 
n'y faisait point entrer la comparaison du danger 
prochain, quoique très petit, de périr par l'ino- 
culation, au danger beaucoup plus grand, mais 
plus éloigné , de succomber à la petite vérole na- 
turelle. Cette considération qui disparaît, lorsque 
l'on considère un grand nombre d'individus , est 
par là, indifférente aux gouvernemens , et, laisse 
subsister pour eux, les avantages de l'inocula- 
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tien; mais elle est d'un grand poids pour un père 
de famille qui doit craindre y en faisant inoculer 
ses enfans^ de voir périr ce qu'il a de plus cher 
au monde ^ et d'en être cause. Beaucoup* de pa* 
rens étaient retenus par cette crainte que la dé- 
couverte de la vaccine a heureusement dissipée. 
Par un de ces mystères que la nature nous ofifre 
si fréquenunent, le vaccin est un préservatif de 
la petite vérole , aussi sur que le virus varioUque, 
et il n'a aucun danger : il n'expose à aucune ma- 
ladie^ et ne demande que très peu de soins. 
Aussi sa pratique s'est-elle promptement ré^Hin- 
due; et pour la rendre universelle , il ne reste 
plus à vaincre que l'inertie naturelle du peuple , 
contre laquelle il faut lutter sans cesse ^ même 
lorsqu'il s'agit de ses plus chers intérêts. . 

Le moyen le plus simple de calculer l'avantage 
que produirait l'extinction d'une maladie , con- 
siste à déterminer par l'observation , le nombre 
d'individus d'un âge donné, qu'elle fait périr, 
chaque année, et "a le retrancher du nombre des 
morts au même âge. Le rapport de la différence, 
au nombre totaJ^ d'individus de l'âge donné, se* 
rait la probabilité de périr dans l'année , à cet 
âge , si la maladie n'existait pas. En fusant donc 
une somme de ces probabilité depuis la nais' 
sauce jusqu'à un âge quelconque, et retranchant 
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cette somme de Tunité^ le reste sera la proba- 
bilité de vivre jusqu'à cet âge, correspondantg à 
l'extinction de la maladie. La série de ces pro- 
babilités sera la table de mortalité,, relative à 
cette hypothèse ; et l'on en conclura par ce qui 
précède, la durée moyenne de la vie. C'est ainsi 
que Duvilard a trouvé que l'accroissenîent de la 
durée moyenne de la vie , du à l'inoculation de 
la vaccine , est de trois ans au moins. Un ac- 
croissement aussi considérable en produirait un 
fort grand dans la population^ si d'ailleurs, elle 
n'était pa^ restreinte par Ri diminution relative 
des subsistances. 

C'est principalement par le défaut des subsis- 
tances , que la marche progressive de la popu- 
lation est arrêtée. Dans toutes les espèces d'anit- 
maux et de végétaux , la nature tend sans cesse 
à augmenter le nombre des individus , jusqu'à 
ce qu'ils soient au niveau des moyens de sub- 
si^)er. Dans l'espèce humaine , les causes morales 
ont une grande influence sur la population. Si 
le sol , par de Êiciles défirichemens , peut fomtiir 
une nourriture abondante à des générations nou- 
velles ; la certitude de faire vivre une nombreuse 
famille , encourage les mariages et les rend plus 
précoces et plus féconds. Sur on sol pareil , la 
population et les naissances doivent croître à la 
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fois en progression géométrique. Mais quand les 
dafrichemens deviennent plus difficiles et plus 
rares; alors Faccroissement de la population di- 
minue : elle se rapproche continuellement de 
l'état variable des subsistances « en faisant autour 
de lui y des oscillations ^ à peu près coii!l^ un 
pendule 9 dont on promène d'un mouvement re- 
tardé , le point de suspension j oscille autour de 
ce point y par sa pesanteur. Il est difficile d'é- 
valuer le maximum d'accroissement de la popu- 
lation : il parait d'après quelques observations^ 
que dans de favorables circonstances^ la popu- 
lation de l'espèce humaine pourrait doubler y tous 
les quinze ans. On estime que dans l'Amérique 
septentrionale y la période de ce doublement est 
de vingt-deux années. Dans cet état de choses; 
la population y les naissances y les mariages y la 
mortalité , tout croit suivant la même progres- 
sion géométrique dont on a le rapport constant 
des termes consécutifs^ par l'observation des 
naissances annuelles à deux époques. 

Une table de mortalité , représentant les pro- 
babilités de la vie humaine; on peut déterminer 
à son moyen, la durée des mariages. Supposons 
pour simplifier, que la mortalité soit la même 
pour les deux sexes ; on aura la probabilité que le 
mariage subsistera un an , 6u deux , ou trois, etc. ; 
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en formant une suite de fractions dont le" déno- 
minateur commun soit le produit des deux'iiom- 
bres ae la table , correspondans aux âges des 
conjoints, et dont les numérateurs soient les 
produits successifs des nombres correspondans à 
ces 4ges augmentés d'une ^ de deux, de trois, etc. 
années, lia somme de ces fractions , augmentée 
d'un demi , sera la durée moyenne du mariage , 
l'année étai^t prise pour unité. Il elt facile d'é- 
tendre la même règle , à la durée nfoyenne d'une 
association formée de trois ou 4 un plus grand 

nombre d'indiyidus.4t 

.<■ 

Des bénéfices des étffhlisièmens qui dépendent de 
la probabilité des évènemens. 

Rappelons ici ce que nous ayons dit en parlant 
de l'espérance. On a vu (jue pour obtenir l'avan- 
tçLge qui résulte de plusieurs éyènemens simples 
dont les uns produisent un bien , et les autres , 
une perte; il faut ajouter les prodiitits ^e la prib- 
babilité de chaque événement favorable ^"^^ le 
bien qu'il procure , et retrancher de leur somme , 
celle des produits de la probabilité de chaque 
événement défavorable ,^ par la perte ^ijui y est 
attachée. Mais quel que soit l'avantagQ. exprimé 
par la différence de ces sommes , un setJ événe- 
ment composé de ces évènemens simples, ne 
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garantit point de la crainte deprouver une 
perte. On conçoit que cette crainte doit dimi- 
nuer lorsque Ton multiplie révènement ccmiposé. 
L'analyse des probabilités conduit à ce théorème 
général. 

Par la répétition d'un événement ay ants^ux y 
simple ou composé , le bénéfice réel devient de 
plus en plus probable, et s'accroit sans cesse : il 
devient certain , dans l'hypothèse d'un nombre 
infini de répétitions; et en le divisant parce nomr 
bre j le quotient ou le bénéfice moyen de chaque 
événement, est l'espérance mathématique elle- 
même , ou l'avantage relatif à l'événement. D 
en est de même de la perte qui devient certaine 
à la longue, pour peu que l'événement soit Ahr 
avantageux. 

Ce théorème sur les bénéfices et les pertes , 
est analogue à ceux que nous avons donnés pré- 
cédemment sur les rapports qu'indique la rëpér- 
tition indéfinie des évènemens simples ou comh- 
posjs* et comme eux , il prouve que la régularité 
finit par s'établir dans les choses mêmes les plus 
subordonnées à ce que nous nommons hasard. 

Lorsque les évènemens sont en grand nombre , 
l'Analyse donne encore une expression fort 
simple de la probabilité que le bénéfice sera com- 
pris dans des limites déterminées , expression qui 
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rentre dans la loi générale de la probabilité , que 
nous avons donnée ci-nlessus , en parlant des pro- 
babilités qui résultent de la multiplication indé- 
finie des évènemens. 

C'est de la vérité du théorème précédent , que 
dépend la stabilité des établissemens fondés sur 
les probabilités. Mais pour qu'il puisse leur être 
appliqué , il faut que ces établissemens , par de 
nombreuses affaires ^ multiplient les évènemens 
avantageux. 

On a fondé sur les probabilités de la vie hu- 
maine , divers établissemens , tels que les rentes 
viagères et l«s tontines. La méthode la plus géné- 
rale et la plus simple de calculer les bénéfices et 
W charges de ces établissemens^ consiste à les 
réduire en capitaux actuels. L'intérêt annuel de 
l'unité^ est ce que l'on nomme taux de F intérêt. 
A la fin de chaque année ^ un capital acquiert 
pour facteur , l'unité plus le taux de l'intérêt ; il 
croît èonc suivant une progression géométrique 
dont ce fiacteur est la raison. Ainsi par l'effet du 
temps ^ il devient immense. Si, par exemple, le 
taux de l'intérêt est ^ô ou de cinq pour cent j le 
capital double à fort peu près en quatorze ans , 
quadruple en vingt-neuf ans , et dans moins de 
trois siècles , il devient deux millions de fois plus 
considérable. 
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Un accroissement aussi prodigieux a fait naître 
ridée de An servir , pour amortir la dette pu- 
bliquir. On 'forme pour cela une caisse d'amor- 
tissement à lacfuelle on consacre un fonds an- 
nuel^ employé au rachat des effets publics et 
sans cesse auxtii de Fintérêt des effets racliet&« Il 
est clair qu'à la longue ^ cette caisse absot^ra 
une grande partie de la dette nationale. Si lorsqii^ 
les besoins de l'État obligent à faire un emprunt, 
on consacre une partie de cet emprunt à l'accrois- 
sement du fonds annuel d'amortissement; fes va- 
riations des effets publics seront moindres ; la con- 
fiance des prêteurs^ et la probabilité j^ërretirer sans 
perte le capital prêté, quand on le dêajre, en seront 
augmentées , et rendront les conditions de l'em- 
prunt, moins onéreuses. D'heureuses expériences 
ont pleinement confirmé ces avantages. Mais la 
fidélité dans les engagemens et la stabilité^ si né- 
cessaires au succès de pareils étabhssemens , ne 
peuvent être bien garanties , que par un gouver- 
nement dans lequel la puissance législative est 
divisée en plusieurs pouvoirs indépendans. La 
confiance qu'inspire le concours nécessaire de ces 
pouvoirs , double la force de l'État ; et le Souve- 
rain lui-même gagne alors en puissance légale , 
beaucoup plus qu'il ne perd en puissance arbi- 
traire. 
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Il résulte de ce qui précède, que le capital 
actuel équivalait à une somme qui nE^^doit être 
payée qu'après un certain nombre d'années, est 
égal à cette somme multipliée par la probabilité 
qu'elle sera payée a cette époque, et divisée par 
l'unité augmentée du taux de l'intérêt et élevée 
à une puissance exprimée par le jjgpmbre de ces 
années. .^ 

Il est £acile d'appliquer ce principe ^ aux rentes 
viagères sur une ou sur plusieurs têtes , et aux 
caisses d'épargne et d'assurance d'une nature 
quelconque. Supposons que l'on sje propose de 
former une table de rentes viagèretf^ d'après une 
table donnée de mortalité. Une rente viagère 
payable au bout de cinq ans, par exemple, et 
réduite en capital actuel , est par ce» principe , 
égale au produit des deux guantités suiv^oites , 
savoir, la rente divisée par la Cinquième puissance 
de l'unité augmentée du taux de l'intérêt, et la 
probabilité de la payer. Cette probabilité et le 
rapport inverse du nombre des individus inscrits* 
dans la table , vis-à-vis de l'âge de celui qui con- 
stitue la rente, au nombre inscrit vis-à-vis de cet 
âge augmenté de cinq années. En formant donc 
une suite de fractions dont les dénominateurs 
soient les produits du nombre de personnes indi- 
quées dans la table de mortalité , comme vivantes 
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à l'âge de celui qui constitue la rente , par les 
puissance^ successives de Tunité augmentée du 
taux de l'intérêt , et dont les numéi^urs soient 
les produits de la rente , par le nombre des per- 
sonnes vivantes au même âge augmenté succes- 
sivement d'une année , de deux années, «te. ; la 
somme de ces fractions sera le capital requis pour 
la rente viagère à cet âge. 

Supposons maintenant qu'unepersonne veuille, 
sfti moyen d'une rente viagère , assurer a ses hé- 
ritiers^ un capital payable à la fin de l'année de 
sa mort. Pouriléterminerla valeur de cette rente, 
on peut imaginer que la personne emprunte 
en viager à une caisse , ce capital , et qu'elle le 
place à intérêt perpétuel à la même caisse. Il est 
clair que ce capital sera dû par la caisse , a ses 
héritiers , à la fin de l'année de sa mort j mais elle 
n'aura payé, chaque année, que l'excès de l'in- 
térêt viager sur l'intérêt perpétuel. La table des 
rentes viagères fera donc connaître ce que la per- 
sonne doit payer anuellement à la caisse, pour 
assurer ce capital après sa mort. 

Les assurances maritimes, celles contre les in- 
cendies et les orages, et généralement tous lès 
établissemens de ce genre , se calculent par les 
mêmes principes. Un négociant a des vaisseaox 
en mer, il veut assurer leur valeur et celle de 
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leur Cj^rgaison , contre les dangers qu'ils peuvent 
courir,: pour cela il donne une sorfme à une 
compagnie qui lui répond de la valeur estimée 
de ses cargaisons et de ses vaisseaux. Le rapport 
de- cette valeur à la somme qui doit être donnée 
pour prix, de l'assurance, dépend des dangers 
auxquels les vaisseaux sont exposés, et ne peut 
être apprécié que par des observations nombreuses 
sur le sort des vaisseaux partis du port pour la 
même destination. 

Si les personnes assurées ne donnaient à la 
compagnie d'assurance, que la somme indiquée 
par le calcul des probabilités; cette compagnie 
ne pourrait pas subvenir aux dépenses de son éta- 
blissement>; il faut donc qu'elles paient d'une 
somme plus forte, le prix de leur assurance. Mais 
alors quel est leur avantage ? C'est ici que la con- 
sidération du désavantage moral attaché à l'incer- 
titude, devient nécessaire. On conçoit que le jeu 
le plus égal devenant, comme on l'a vu précé- 
demment, désavantageux, parce que le joueur 
échange une mise certaine, contre un bénéfice 
incertain; l'assurance par laquelle on échange 
l'incertain contre le certain, doit être avanta- 
geuse. C'est en effet, ce qui résulte de la règle 
que nous avons donnée ci-dessus pour détermi- 
ner l'espérance morale, et par laquelle on voit de 
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plus jusqu'où peut s'étendre le sacrifice que l'ou 
doit faire h la compagnie d'assurance^ jQit conser- 
vant toujours un avantage moral. Cette compa- 
gnie peut donc en procurant cet avantage^ faire 
elle-même un grand^ bénéfice, si le nomJbre des 
assurés est très considérable^ condition nécessaire 
à son existence durable. Alors son bénéfice de- 
vient certain , et ses espérances mathématiques 
et morales coïncident. Car l'Analyse conduit à ce 
théorème général, savoir, que si les expecta- 
tives sont très nombreuses, les deux espérances 
approchent sans cesse l'une de l'autre , et finissent 
par coïncider dans le cas d'un nombre in&nî d'ex- 
pectatives. 

Nous ayons dit en parlant 'des espérances ma- 
thématique et morale , qu'il y a un avantage mo- 
ral à répartir les risques d'un bien que l'on at- 
tend, sur plusieurs de ses parties. Ainsi, pour 
faire parvenir une somme d'argent d'un port 
éloigné, il vaut mieux la répartir sur plusieurs 
vaisseaux, que de l'exposer sur un seul. C'est ce 
que l'on fait au moyen des assurances mutuelles. 
Si deux personnes ayant chacune, la même 
somme sur deux vaisseaux differens partis du 
même port pour la même destination, convien- 
nent de partager également tout l'argent qui leur 
arrivera; il est clair que par cette convention; 
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chacune d'elles répartit également sur les deux 
vaisseaux, la somme qu'elle attend. A la vérité, 
ce genre d'assurances laisse toujours de l'incerti- 
tude sur la perte que l'on peut craindre. Mais 
cette incertitude diminue à mesure que le nombre 
des associés augmente : l'avantage moral s'ac- 
croît de plus en plus, et finit par coïncider avec 
l'avantage mathématique, sa limite naturelle. 
Cela rend l'association d'assurances mutuelles, 
lorsqu'elle est très nombreuse , plus avantageuse 
aux assurés , que les compagnies d'assurances 
qui, à raison du bénéfice qu'elles font, donnent 
un avantage moral , toujours inférieur à l'avan- 
tage mathématique. Mais la surveillance de leur 
administration peut balancer l'avantage des as- 
surances mutuelles. Tous ces résultats sont, 
comme on 1'^. vu précédemment, indépendans 
de la loi qui exprime l'avantage moral. 

Oh peut envisager un peuple libre, comme 
une grande association dont les membres se 
garantissent mutuellement leurs propriétés, en 
supportant proportionnellement les charges de 
cette garantie. La confédération de plusieurs 
peuples leur donnerait des avantages analogues 
SL ceux que chaque individu retire de la société. 
Un congrès de leurs représentans discuterait les 
objets d'une utilité commune à tous; et sans 

i3 
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doute , le système des poids , des mesures et des; 
monnaies , propose par les sayans français , sendt 
adopte dans ce congrès, comme une des dioses 
les plus utiles aux relations commerciales. 

Parmi les établissemens fondés sur les prdbftr 
bilités de la vie humaine , les meilleuss^ppt ceux 
dans lesquels , au moyen d'un léger sâmfice de 
son revenu , on assure son existence et odle de 
sa famille pour un temps où Ton doit craindre 
de ne plus suffire à ses besoins. Autant le jeu est 
immoral , autant ces établissemeps sont avanta- 
geux aux moeurs , en favorisant les plus doux 
penchans de la nature. Le Gouvernement doit 
donc les encourager et les respect^ dans les vida* 
situdes de la fortune publique ; car les espârances 
€[u'ils présentent , portant sur un avenir éloigné, 
ils ne peuvent prospérer qu'à l'abri de toute inr 
quiétude sur .leur durée. C'est un avantage que 
l'institution du Gouvernement repr&entadf Jeur 
assure. 

Disons un mot des emprunts. Il est clair que 
pour emprunter en perpétuel, il faut payer, 
cfaa€[ue année , le produit du capital par le taux 
de l'intérêt. Mais on peut vouloir acquitta ce 
capital , en paiemens égaux faits pendant un 
nombre déterminé d'années , paiemens que l'on 
nomme annuités j et dont on obtient aimi la 



^ 
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Vâleiir. Qi£M]ùe annuité^ pour être réduite au 
mcma^t actuel , doit êta^ divisée par une puis- 
sance de l'miité augmentée du taux de l'intérêt , 
égale au nombre des années après lesquelles on 
doit payer cette annuité. En formant donc une 
progression géométrique doiit le premier terme 
soit l'amiuité divisée par Tuiiité augmentée du 
taux de l'intérêt > tft dont le dernier soit cette 
ammité divisée par la même 'quantité élevée à 
une puissance ogale au nombre des lumées pen- 
dant lesquelles le paiement doit avoir lieu ; la 
somme de cette progression sera équivalente au 
capital emprunté ; ce qui détermine la valeur de 
l'annuité. Une caisse d'amortissement nëst au 
fond; qu'un moyen de con^ç^rtir en annuités une 
rente perpétuelle , avec la seule différence , que 
dans le cas d'un emprunt par annuités ^ l'intérêt 
est. supposé ccmstant; au lieu que l'intérêt des 
rentes acquises par la caisse d'amortissement est 
variable. S'il était le même dians ces deux cas 9 
l'annuité correspondante aux rentes acquises se- 
rait formée de ces rentes ^ et de ce que l'état donne 
annuellement à la caisse. 

Si l'on veut faire un emprunt viager ^ on ob- 
servera que les taUes de rentes viagères donnant 
le capital requis pour constituer une rente via- 
gère , à un âge quelconque; une simj^e propoi^ 

i3.. 
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tien donnera la rente que l'on doit faire à l'individu 
dont on empninte un capital. On peut calculer 
par ces principes ^ tous les modes possibles d'em- 
prunt. 

Les principes que nous venons d'exposer sur 
les bénéfices et sur les pertes des établissemens , 
peuvent servir à déterminer le résultat moyen 
d'un nombre quelconque d'observations déjk 
faites , lorsqu'on veut avoir égard aux écarts des 
résultats correspondans aux diverses observa- 
tions. Désignons par x la correction du résultat 
le plus faible ^ et par x augmenté successivement 
de g, q'^ q'j etc. , les corrections des résultats sui- 
vans. Nommons €, g', €^, etc., les erreurs des ob- 
servations, dont nous supposerons la loi de pro- 
babilité connue. Chaque observation étant toie 
fonction du résultat; il est facile de voir qu'en 
supposant très petite , la correction x de ce ré- 
sultat, l'erreur € de la première observation sera 
égale au produit de x par un coefficient déter- 
miné. Pareillement l'erreur e' de la seconde ob- 
servation sera le produit de la somme q plus Xy 
par un coefficient déterminé , et ainsi du reste. 
La probabilité de l'erreur € étant donnée par une 
fonction connue , elle sera exprimée par la même 
fonction du premier des produits précédens. La 
probabilité de e' sera exprimée par la même fonc* 
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tion du second de ces produits^ et ainsi des autres. 
La probabilité de l'existence simultanée des ei>- 
reurs €, ë', «% etc., sera donc proportionnelle au 
produit de ces diverses fonctions, produit qui 
sera une fonction de x. Cela posé; si l'on conçoit 
une courbe dont x soit l'abscisse , et dont l'or- 
donnée correspondante soit ce produit; cette 
courbe représentera la probabilité des diverses 
valeurs de or , dont les limites seront déterminées 
par les limites des erreurs €, €', etc. Maintenant , 
désignons par X, l'abscisse qu'il faut choisir ; X 
diminué de jc, sera l'erreur que l'on commettrait, 
si l'abscisse x était la véritable correction. Cette 
erreur multipliée par la probabilité de x ou par 
l'ordonnée correspondante de la courbe , sera le 
produit de la perte par sa probabilité; en regar- 
dant comme on doit le faire, cette erreur, comme 
une perte attachée aux choix de X. En multi- 
pliant ce produit par la différentielle de x , l'in- 
tégrale prise depuis la première extrémité de la 
courbe, jusqu'à X, sera le désavantage de X, ré- 
sultant des valeurs de x inférieures à X. Pour 
les valeurs de x supérieures à X , ^ moins X 
serait l'erreur de X , û x était la véritable cor- 
rection; l'intégAle du produit de xpar l'ordonnée 
correspondante de la courbe et par la différen- 
tielle de X sera donc le désavantage de X, résul- 
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tant des valeurs de x supérieures k x^ Celte n^ 
tégrale étant prise depuis x égal à X, jusqu'à 1a 
dernière eitremité de la courbe. En ajoatatit tst 
désavantage au précédent ; la somme sera le'dés^ 
avantage attaché au choix de X. Ce choit doit 
être, déterminé par la condition qnae œ dÀakvaii-^ 
tage soit un minimum ; et un calcul fort ém^ 
montre que pour cek y X doit être lUiscisse dont 
l'ordonnée divise la courbe en deux parties )^* 
les, en sorte qu'il est aussi probable que la rrait 
valeur de x tombe en-deçà qu'au-delà de X. 

Des géomètres célèbres ont dhoisi ftour X y la 
valeur de ^ la plus probable, et par consé({uent 
celle qui correspond à la plus grande ordomiëe 
de la couibe ; mais la valeur préc^ente me ]^ 
ralt être évidemment celle que la théorie des 
probabilités indique. 

Des illusions dans Vestimution des Probabilités. 

L'esprit a "4^ illusions y comme le sens de la 
vue ; et de même que le toucher corrige celles- 
ci , la réflexion et le calcul corrigent les premières. 
La probabilité fondée sur une expérience journa- 
lière, ou exagérée par la crainte et par l'espérance, 
nous frappe plus qu'une probabilité supérieure , 
mais qui n'est qu'un sin^)le résultat du calcul. 



SUR LES PaOBÀBIUTÉS. IQQ 

Ainsi nous ne craignons point pour de faibles 
avantages ^ d'exposer notre vie ^ à des dangers 
beaucoup moins invmisemblables que la sortie 
d'un quine à la loterie de France ; et cependant 
personne ne voudrait se procurer les mêmes 
avantages , avec la certitude de perdre la vie , si 
«quineamTait. 

Nos passions^ nos préjuges .et les opinions do- 
minantes f en exagérant les "probabilités qui leur 
sont favorables, et en atténuant les probabilités 
contraires , sont des sources abondantes d'illusions 
dangereuses. 

Les maux présens et la cause qui les fait naître, 
nous affectent beaucoup plus , que le souvenir 
des maux produits par la cause contraire : ils nous 
empêchent d'apprécier avec justesse, les incon^ 
véniens des uns et des autre3, et la probabilité 
des moyens propres à nous en préserver. C'est ce 
qui porte alternativement vers le despotisme et 
vers l'anarchie , les peuples sortis de l'état de re- 
pos dans lequel ils ne rentrent jaiïiais qu'après de 
longues et cruelles agitations. 

Cette impi^edsipu vive que nous recevons de 
la présence des évènemens , et qui nous laisse 
à peine remarquer les évènemens • contraires 
observés par d'autres, est une cause principale 
d'erreur, dont on ne peut trop se garantir. 



200 ESSAI PHILOSOPHIQUE 

C'est principalement au jeu, qu'une foule d'il- 
lusions entretient l'espérance et la soutient contre 
les chances défavorables. La plupart de ceux qui 
mettent aux loteries, ne savent pas combien de 
chances sont à leur avantage , combien Jeur sont 
contraires. Us n'envisagent que la possibilité, pour 
une mise légère , de gagner une somme considéra- 
ble ; et les projets que leur imagination enfante, 
exagèrent à leurs yeux , la probabilité de l'ob- 
tenir : le pauvre surtout , excité par le désir 
d'un meilleur sort ^ expose àce jeuson nécessaire,' 
en s'attachant aux combinaisons les plus défavo- 
rables, qui lui promettent un grand bénéfice. 
Tous seraient sans doute effirayés du nombre 
immense des mises perdues , s'ils pouvaient les 
connaître; mais on prend soin , au contraire , de 
donner aux gains, une grande publicité qui de- 
vient une nouvelle cause d'excitation à ce jeu 
funeste. 

Lorsqu'à la loterie de France , un numéro n'est 
pas sorti depuis long-temps , la foule s'empresse 
de le couvrir de mises. Elle juge que le numéro 
resté long-temps sans sortir, doit au procham 
tirage, sortir de préférence aux autres. Une 
erreur aussi commune me paraît tenir à une 
illusion par laquelle on se reporte involontaire- 
ment à l'origine des évènemens. Il est , par 
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exemple, très peu vraisemblable qu'au jeu de 
.croix ou pile y on amènera croz.r dix fois de 
suite. Cette invraisemblance qui nous frappe en- 
core, lorsqu'il est arrivé neuf fois , nous porte à 
croire qu'au dixième coup pile arrivera. Cepen- 
dant le passé ,'en indiquant dans là pièce une plus 
grande pente pour croia: [qae -ponr pile j rend 
le premier de ces évènemens, plus probable 
que l'autre : il augmente , comme on l'a vu, la 
: probabilité d'amener croia: au coup suivant. Une 
illusion semblable persuade à beaucoup de monde, 
que l'on peut gagner sûrement à la loterie, en 
plaçant chaque fois , sur un même numéro jus- 
qu'à sa sortie , une mise dont le produit surpasse 
la somme de toutes les mises. Mais quand même 
de semblables spéculations ne seraient pas sou- 
vent arrêtées par l'impossibilité de les soutenir ; 
elles ne diminueraient point le désavantage ma- 
thématique des spéculateurs , et elles accroîtraient 
leur désavantage moral ; puisqu'à chaque tirage, 
ils exposeraient une plus grande partie de leur 
' fortune. 

J'ai vu des hommes désirant ardemment d'a- 
voir un fils, n'apprendre qu'avec peine les nais- 
sances des garçons dans le mois où ils allaient 
devenir pères. S'imaginant que le rapport de ces 
n^ssances à celles des filles , devait être le même 
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à k (In de cluu}iie mois; ils jugeaient que la 
garçons dëjà nés rendaient plus probables, Is 
naissances prochaines des filles. Aînn Fextrac*- 
tion d'une boule blanche , d'une urne qui ren- 
ferme un nombre limité de boules Uandies et 
de boules noires, accroît la pndMJiilité d'ex«- 
traire une boule noire, au tirage snirant^ Mais 
cela cesse d'avoir lieu, quand le nombre des 
boules de l'urne est illimité, comme on dœt 
le supposer, pour assimiler ce cas à celui des 
naissances. Si dans le cours d'un mois, il était né 
beaucoup ]dus de garçons que de filles; on pour- 
rait soupçonner que «vers le temps de leur CQir- 
ception , une cause générale a £iYorisé- les con- 
ceptions masculines; ce qui rendrait la naissance 
prochaine d'un garçon , plus probable. Les éyè- 
nemens irréguliers de la nature ne sont pas exac- 
tement comparables à la sortie des numéros 
d'une loterie dans laquelle tous les noméras sont 
mêlés à chaque tirage , de manière a rendre les 
chances de leur sortie, parfaitement égales. La 
fi-équence d'un de ces évènemens semble indi- 
quer une cause un peu durable qui le fsLTorise ; 
ce qui augmente la probabilité de son prochain 
retour; et sa répétition long-temps prolongée^ 
telle qu'une longue suite de jours pluvieux , peut 
dé velopper des causes inconnues de son change- 
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ment ; en sorte qu'à chaque évènemeilt attendu ^ 
Aous ne somnseis peint ^ comme à chaque tirage 
d*une loterie > rimaenés au même état d'indécision 
sur ce qui doit afriTer. Mais à nlesure que l'oâ 
multiplie les obseryatious fUe ces ëvènemens > là 
comparaison de leurs résultats avec ceux des 1<h 
tèries devient plus exacte. 

Par Une illusion contraire aux précédentes^ où 
cherche dans les tirages passés de la loterie dé- 
France^ les numéros le plus souvent sortis , pour 
éa fbniier des coml^naisons sui^ lesquelles on 
croit placer sa mise avec avantage. Mais vu là 
manière dont le mélange des numéros se fait à 
cette loterie, le passé ne doit avoir sur l'avenir, 
aucune influence. Les sorties plus fréquentes 
d'un numéro ne sont que des anomalies du ba- 
sait : j'en ai soumis plusieurs au calcul , et j'ai 
constsmment trouvé qu'elles étaient renfermées 
dians des limites qu^ la supposition d'une égale 
possibilité de sortie de tous les numéros, permet 
d'admettre sans invraisemblance. 

Dans une longue série d'évènemens du même 
genre , les seules chances du hasard doivent quel- 
quefois ofirir ces veines ^singulières de bonheur 
x>u de malheur, que la jJupart des joueurs ne 
manquent pas d'attribuer à une sorte de fatalité. 
H arrive souvent dans ks jeux qui dépendent à 



4 



:k>4 essai philosophique 

la fois du hasard et de l'habileté des joueurs ^ que 
celui cpi perd, trouble par sa perte, cherche à 
la reparer par des coups hasardeux qu'il ëyitersdt 
dans une autre situation : il aggrave ainsi son 
propre malheur, et il en prolonge la durée. Cest 
cependant alors, que la prudence devient néces- 
saire , et qu'il importe de se convaincre que le 
désavantage moral attaché aux chances défavo- 
rables , s'accroît par le malheur même. 

Le sentiment par lequel l'homme s'est placé 
long -temps au centre de Funivenîy en se consi- 
dérant comme l'objet spécial des soins dé la na- 
ture, porte chaque individu à se &ire le centre 
d'une sphère plus ou moins étendue, et à croire 
que le hasard a pour lui des préférences. Soute- 
nus par cette opinion, les joueurs exposent sou- 
vent des sommes considérables , à des jeux dont 
ils savent que les chances leur sont coiftraires. • 
Dans la conduite de la vie ," une senaWable opi- 
nion peut quelquefois avoir des avantages; mais"^ 
le plus souvent, elle conduit à des entreprises 
funestes. Ici, comme en tout, les illusions sont 
dangereuses, et la vérité seule est généralement 
utile. 

Un des grands avantages du calcul des proba- 
bilités, est d'apprendre à se défier des premiers 
aperçus. Comme on reconnaît qu'ils trompent 
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souvent , lorsqu'on peut les soumettre au calcul; 
on^ doit en conclure que sur d'autres objets , il 
ne faut s'y livrer qu'avefc une circonspection ex- 
trême. Prouvons cela par des exemples. • 

Une urne renferme quatre boules noires ou 
blanches^ mais qui ne sont pas toutes de la même 
couleur. On a extrait une de ces boules, dont la 
couleur est blanche , et que l'on a remise dans 
l'urne pour procéder encore à de semblables ti- 
rages. On demande la probabilité de n'extraire 
que des boules noires, dans les quatre tirages 
suivans. 

Si les boules blanches et noires étaient en 
nombre égal, cette probabilité serait la qua- 
trième puissance de la probabilité { d'extraire une 
boule noire à chaque tirage; elle serait donc -^. 
Mais l'extraction d'une boule blanche au premier 
, tirage indique une supériorité dans le nombre des 
boules blanches de l'urne ; car si l'on suppose 
dans l'urne, trois boules blanches et une noire, 
la probabilité d'en extraire une boule blanche 
est f ; elle est |, si l'on suppose deux boules blan- 
ches et deux noirps; enfin , elle se réduit à ^ , si 
l'on suppose trois boules noires et une blanche. 
Suivant le principe de la probabilité des causes , 
tirée des évènemens , les probabilités de ces trois 
suppositions sont entre elles, comme les quan-^ 
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njdT de suite un nombre donné de boules noires^ 
plufi grande que dans cette supposition | ai ce 
nomlnre efi considérable { et l'on "vient de voir 
que cela conoimence , lorsque le nombre dcmné 
est égal à quatre* 

Considérons encore une unie qui renferme 
plusieurs boules blanches et noires. Supposooa 
d^abord qu'A n'y ait qu'une boule blanche et une 
noire. On peut alors parier avec égalité ^ d'exi* 
traire uneboulç blanche^ dans un tirage. M^s il 
semble cpie pour l'égalité du pari , on doive don- 
ner k celui qui parie d'extraire la boule blanche^ 
deux tirages^ si l'urne renferme deux boules 
noires et une blanche ; trois tirages ^ si elle ren-* 
ferme trois boules noires et une blanche; et ainsi 
du reste i on suppose qjËi'après chaque 1»:age > la 
boule extraite est remise dans l'urne. 

4 

Mais il est facile de se convaincre que ce fire** 
mier aperçu est erroné. En eâbt ^ dai» le cas 
de deax boules noireg. sur une blanishe, la pno-** 
babîHté d'ex$raû*e de l'urne^ deux boides noires 
en deux tirages^ est la seconde puissance iié | ou 
I $ mais cett|9 probabilité ajoutée a celle d'^me^* 
ner une boule blanche en deux tirage^^ esi: la 
oerâtude ou l'unité; puisqu'il «st certainque l'on 
doit am^ener deu¥ boules noires^ ou aii moins 
une bouie blanche; la prababilité de ceidemîer 



208 ESSAI PHILOSOPHIQUE 

cas est donc | ^ fraction plus grande que t« U y 
aurait plus d'avantage encore à parier d'amener 
une.boule blanche en cinq tirages, lorsqaerurœ 
contient cinq boules noires et une blanche ; ce 
pari est même avantageux en quatre tirages : il 
revient alors à celui d'amener six en quatre coups, 
avec un seul dé. 

Le chevalier de Mëré, ami de Pascal, et qui 
fit naître le calcul des probabiUtes, en excitant 
ce grand géomètre à s'en occuper, lui disait 
({ qu'il avait trouvé fausseté dans les nombres 
» par cette raison. Si l'on entreprend de faire 
» six avec ,un dé, il y a de l'avantage à Centre* 
» prendre en quatre coups, comme de 67 1 à 6:35. 
» Si l'on entreprend de faire sonnés avec deux 
» dés, il y a désavantage à l'entreprendre en 
» 24 coups. Néanmoins 24 est à 56 nombre de 
» faces de deux dés , comme 4 est à 6 nombre 
» des faces d'un dé. Voilà, écrivait Pascal à 
» Fermât, quel était son grand scandale qui lui 
» faisait dire hautement, que les propositions 
» n'étaient {>as constantes et que l'Arithmétique 

» se démentait U a très bon esprit; mais il 

» n'est pas géomètre : c'est , comme vous savez , 
» un grand défaut. » Le chevalier de Méré 
trompé par une fausse analogie, pensait que dans 
le cas de l'égalité des paris , le nombre des coups 
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doit croître proportionnellement au nombre de 
toutes ^es chances possibles^ ce qui n'est pas exacte 
mais ce qui approche d'autant plus de l'être^ que 
ce nombre est plus grand. 

On a essayé d'expliquer la supériorité des nais- 
sances des garçons sur les naissances des filles ^ 
par le désir général des pères , d'avoir un fils 
qui perpétue leu^nom. Ainsi ^ en imaginant une 
urne remplie d'une infinité de boules blanches 
et de boules noires^ en nombre égal , et supposant 
un grand nombre de personnes dont chacune tire 
une boule de cette urne , et continue ce tirage 
avec l'intention de s'arrêter quand elle aura ex- 
trait une boule blanche; on a cru que cette in- 
tention devait rendre le nombre des boules blan- 
ches extraites ^ supérieur à celui des noires. En 
e£fet^ elle donne nécessairement après tous les 
tirages^ un nombre de boules blanches égal à 
celui des personnes ; et il est possible que ces ti- 
rages n'amènent aucune boule noire. Mais il est 
facile de reconnaître que cet aperçu n'est qu'une 
illusion; car si l'on conçoit que dans un premier 
tirage , toutes les personnes tirent à la fois une 
boule ide l'urne ; il est évident que leur intention 
ne peut avoir aucune influence sur la couleur 
des boules qui doivent sortir à ce tirage. Son 
unique effet sera d'exclujjp ^^ second tirage^ Icis 
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personneft qui anroat amené une bpule blancbe 
au premier. li est pareillement visible qi|e l'in- 
tention des peisonnes qui {x^endront part au nou« 
veau tirage , nlnfluera point sur la couleur des 
boules qui sortiront , et qull eu sera de miime 
des tirages suivans. Cette intentîou ^nlnfloipca 
donc point sur la couleur des boules ert^aites 
dans lensemble des tirages : seulement, die fera 
participer plus ou moins de perKinnes à chacun 
d'eux. Le rapport des boules blandies extraites^ 
aux noires, sera ainsi très peu différent de Vunité. 
n suit de là, que le nombre déi personnes étant 
supposé fort grand; si TobservatioiL donne entre 
les couleurs extraites, un raj^rt qui diffère 
sensiblement de l'unité ; il est très probaUe que 
la même difierenee a lieu à fort peu près entre 
l'unité et le rapport des boules Uandies aux 
boules noires contenues dans l'urne. 

Je mets encore au rang des illusions, l'appli- 
cation que Leibnitz et Daniel Bemoolli ont £4ie 
du calcul des probabilités , à la sommation des 
séries. Si l'on réduit la fraction dont le numé- 
rateur est l'unilé, et dont le dénominatQU|: est 
l'unité plus une variable ^ dans une suiie. or- 
donnée par rapport aux puissances de cette va- 
riable ; il est facile de voir qu'en supposant la 
variable égale à luoité^la fraction devient |, et 



la suite devient, plus UHj moins un^ plus un^ 
moins un, etc. En ajoutant les deux premiers 
tenfâes, les deux suivans, et ainsi du reste; on 
transforme là suite dans une autre dont chaque 
terme est zéro. Grandi, jésuite italien , en avait 
conclu la possibilité de la création; parce que 
la suite étant toujours égale à |, il voyait cette 
fraction naître d'une infinité de zéros, ou du 
tiéant. Ce fut ainsi que Leibnitz crut voir l'image 
de la création, dans son Arithmétique binaire 
où il n'employait que^ les deux caractères zéro 
et l'unité. H imagina que Dieu pouvant être re- 
présenté par l'unité, et le néant par zéro; l'Être 
siif^rême avait tiré du néiant, tous les êtres, comme 
l'unité ave<î le ïéro, exprime tous les nombres 
dans ce système d'arithmétique. Cette idée plut 
tellement à Leibnitz , qu'il en fit part au jésuite 
Grimaldi président du tribunal de Mathémati- 
ques à la Chine ^ dans l'espérance que cet em-^ 
blême de la création ^convertirait au christia- 
nisme l'empei^eiEr .d'aloA^qui aimait particu-^ 
lièrement les sciences. Je 'ne rapporte ce trait , 
que poiur montrer jusqi^ quel poinf les préju- 
gés de Fenfance peuvent égarer les plus grands 
liommes. 

Leibnitz toujours conduit par une métaphy-^ 
^ique singulière et très déliée , considéra que la 

i4* • 
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suite y plus wiy moins wiy plus wi ^ etc. deyîeitt 
Tunite ou zéro , suivant- que Ton s'arrête à ub 
nombre de termes impair ou pair; et comme 
dans l'infini , il n')u a aucune raison de préférer 
le nombre pair à l'impair; on doit^ suivant 1^ 
règles des probabilités , prendre la moitié des 
résultats relatifs à ces deux espèces de nombres , 
et qui sont zéro et l'unité ; ce qui donne ^ po^r 
la valeur de la série. Daniel Bemoullî a étendu 
'depuis y ce raisonnement à la sommation des se* 
ries formées de termes périodiques. Mais toutes 
ces séries n'ont point , à proprement parler, de 
valeurs : elles n'en prennent que dans le cas où 
leurs termes sont multipliés par les puissances 
successives d'une variable moindre que l'unité. 
Alors, ces séries sont toujours convej^entes , 
quelque petite que l'on suppose la diflFérence de 
la variable à l'unité ; et il est facile de démontrer 
que les valeurs assignées par Bernoulli, en vertu 
de la règle des probabilités, sont les valeurs 
mêmes des fractions génératrices des séries, 
lorsque l'on suppose dans ces fractions la va- 
riable égale à l'unité. Ces valeurs sont encore 
les limites dont les séries approchent de plus en 
plus, à mesure que la variable approche de l'u- 
nité. Mais lorsque la variable est exactement 
égale à l'unité, les séries cessent d'être conver- 
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génies : elles n'ont de valeurs, qu'autant qu'on 
les arrête. Le rapport remarquable de cette ap- 
plication du calcul des probabilités, avec les 
limites des valeurs des séries périodiques , sup- 
pose que les termes de ces séries sont multipliés 
par toutes les puissances consécutives de la va- 
riablfe. Mais ces séries peuvent résulter du déve- 
loppement d'une infinité de fractions différentes, 
dans lesquelles cela n'a pas lieu. Ainsi la série , 
plus uHj moins MU j plus un, etc. peut naître du 
développement d'uae fraction dont le numéra- 
teur est l'unité plus la variable , et dont le débo- 
minateur est ce mmoiérateur augmenté du carré 
de la variable. En. supposant la variable égale à 
l'unité > ce développement se change dans la sé- 
rie proposée , et la fraction génératrice dévient 
égale à f ; les règles des probabilités donneraient 
donc alors un faux résultat; ce qui prouve com- 
bien il serait dangereux d'employer de sembla- 
bles raisonnemens , surtout dans les sciences ma- 
thématiques que la rigueur de leiirs procéd'éis doit 
éminemment distinguer. 

Nous sommes portés naturellement à croire 
que l'ordre suivant lequel nous voyons les choses 
se renouveler sur la terre, a existé de tout temps, 
et subsistera^toujours. En effet , si l'état présent 
de l'univers était entièrement semblable à l'état 
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moyens propres à dëtern^iner ces iariatiôns éi«ià 
nouveaux; l'oli&ervation lia pu jusqu'ici, tien 
nous apprendjceJl-eet égard. Mais il est très peu 
vraisemblable tpié les causes qui absorbeAt et 
renouvellent les ^a2 constitutifs de notre air^ 
en maintiennent exactement les quantités res^ 
pectives. Une longue suite de ^ècles fehi cônr- 
neltre les altérations qu'éproiivént tous ces élé^^ 
mens si essentiels à la conservation dfes êtrèai 
organisés. Quoique les monumens historiques 
ne remontent pas à une très haute antiquité ; iïi 
nous offrent cependant, d'assez grands change^ 
mens survenus par l'action lente et continue àei 
agens naturels. En fouillant dahtis lés entrailles 
dé la terre ^ on découtré âe nombreux débrô 
d'une nature jadis vivante et toute différence dé' 
la nature actuelle. D ailffiurs , si laftèrre entîèM 
a été primitivenErent flbider, comnie tout pkraii 
l'indiquer; on conçoit qu'en passant de c«t état ; 
à celui qu'elle a maintenant, sa sur£atcè a àti 
éprouver de prodigieux changémens. Le ciel 
même, malgré l'ôr^ire dé ses monvemens, n'est 
pas inaltérable. La résistance de la lumière et des 
autres fluides èthéris et l'attralction des étoiles , 
doiVéïif , stjirèfi; ttn très grâRid nottibre de siècles , 
coflàidérafbléméht âltéi^èfr \ëÈ^ nibttvefnens plané^ 
taifes. Les variâtioïiîs déjà observées dans les 
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pour apprécier la probabilité des causes aux- 
quelles on attribue les coïncidences. Cette con- 
naissance confirmerait, sans doute, ce que la 
raison «ous dicte à Tégard de ces préjugés. Ainsi, 
le philosophe de l'antiquité, auquel on montrait 
dans un temple, pour qxalter la puissance du 
dieu qu'on y adorait, les ex voto de tous ceux 
qui après lavoir invoqué, s'étaient sauvés du 
naufrage , fit une remarque conforme au calcul 
des probabilités, en observant qu'il ne voyait 
point inscrits , les noms de ceux qui , malgré 
cette invocation, avaient péri. Cicéron a réfuté 
tous ces préjugés, avec beaucoup de raison et 
d'éloquence, dans son Traité de la Dwination^ 
qu'il termine par unf>assage que je vais citer; 
car oii aime à retrouver chez les anciens, les 
traits de la raison universelle qui après avoir dis- 
sipé tous les préjugés par sa lumière , deviendra 
l'unique fondement des institutions humaines. 

« Il faut, dit l'orateur romain, rejeter la di-? 
>) . vination par les songes , et tous les préjugés 
» semblables. La superstition partout répandue 
» a subjugué la plupart des esprits et s'est empa- 
» rée de la faiblesse des hommes. C'est ce que 
» nous avons développé dans nos livres sur la 
*) nature des dieux et spécialement dans cet ou- 
» vrage , persuadé que nous ferons une chose 
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» utile aux autres et k noos-mème , si nous jpar* 
» venons à détruire la superstition. Cependant 
» ( et je désire surtout qu'à cet égard^ niapèn-« 
n sée soit bien comprise ), en détruisanji la ^ur* 
9 perstition^ je suis loin de vouloir ébranler la 
1» religion. La sagesse pous prescrit de maintenir 
D les institutions et les cérémonies de nos an-* 
n cétres, touchant le culte des dieux. B'aôlleurSy 
» la beauté de l'univers et l'ordre des choses cé^ 
n lestes nous forcent à reconoiltré (juelqtie na-* 
é ture supérieure qui doit être remarquée et 
j» admirée du genre huitiaiiti. Maôs âutaitlâ cxm* 
D vient de propager la religion qui est joints & 
K la connaissance de la nature; autant il fkul 
M travailler k extirper la superstition . Car elle voua 
» tourmente , vous presse et vous poursuit sans 
» cesse en tous Ueux. Si vous consultez un devin 
» ou un présage; si vous immolez une victime; 
» si vous regardez le vol d'un oisetn; sr vous 
» rencontrez un chaldéen , ou un arifipice ; s'il 
» éclaire , s'il tonne , si la foudre tombe ; enfin 
«> s'il liait où se manifeste une espèce de prodige ; 
>» toutes choses dont souvent quelqu'mie doit 
» arriver; alors la superstition qui vous do-* 
» mine^ ne vous Idisse point de repos. Le 
» sommeil méme^ Ce refuge des mortds dans 
» leurs peines et dans leurs travau^^ devient 



\ 
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» p8r dBey un nouveau sujet d'inquiétude^ et de 
» ftayetitflr. » 

Tous ces {vrejugés et lés frayeurs qu'ils iù£fpi-* 
rent^ tieimeM'à des causes physiologique»» qui 
continuent quelquefois d'agir fortement, après 
que la taison nous a désabusélv Mais4a répétition 
d'actes contraires à ces préjugés, peut toujours; 
les détruire. C'est ce que nous allons établir par 
lés <!:ônSTdérations suivantes. 

Aux limit€i6 de la Physiologie visible, coni- 
menée une autre Phjrskilogie dont les phéno- 
mènes be&hcoup plu^ m^ qtfe ceux dé là pre- 
mière, sont comme eux , assujettis à des lois qu'il 
est très important de connaître. Cette Physiologie 
que nous désigneront sous le nom àe Psjrcholù^> 
gie^ est sans doute, une continuation de la Phy- 
siologie visible. Les nerfs dont les filauiens se 
perdent dans là substance médtdlaire du cérVéàu, 
y propagent te$ impres^ôtis cfu'îk réç^vent dé$ 
objets extérieurs, et ils y laissent des impression^ 
permanentes qui modifient d'une manière inc6n^ 
nue, le sensôrium ou siège de la ^n'safîoti et* dé 
la pensée ( i). Les sens extérieurs ne peuventTÎeh 



(i) Les considérations suivantes âoat entièrement indé-< 
pendantes du lieu de ce siège et de sa nature. 
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apprendre sur la nature de ces modifications 
étonnantes par leur infinie variété, et par la dis- 
tinction et Tordre qu'elles conservent dans le pe- 
tit espace qui les renferme; modifications dont 
les phénomènes si variés de la lumière et de Fé- 
lectricité nous donnent quelque idée. Mais en 
appliquant aux observations du sens interne 
qui peut seul les apercevoir , la méthode dont 
on a £sdt usage pour les observations des sens 
externes; on pourra porter dans la th^rîe de 
l'entendement humain, la même exactitude 
que dans les autres branches de la Philosophie 
naturelle. 

Déjà quelques-uns des principes (i) de Psy- 
chologie ont été reconnus et développés avec suc- 
cès. Telle est la tendance de tous Içs êtres sem- 
blablement organisés , à se mettre entre çux ea 
harmonie. Cette tendance qui constitue Isl sj-m- 
paihie^ existe même entre des animaux d'espèces 
diverses : elle dintiinue à mesure que leur orga- 
nisation est plus dissemblable. Parmi les êtres 
doués d'une même organisation, quelques-uns 
se coordonnent plus promptement entre eux, 



(i) Je désigne ici par la dénominalion de principes 
les rapports généraux des phénomènes. 
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qu'avec les autres. La nature inorganique nous 
oflfre de semblables phénomènes : deux pendules 
ou deux montres dont la marche est très peu dif- 
férente, étant placéçs sur un même support, fi- 
nissent par avoir exactement la même marche ; 
et dans Un système de cordes sonores , les vibra- 
tions de l'une d'elles foift résonner toutes ses 
harmoniques. Ces effets dont les causes* bien con- 
nues ont été soumises au calcul, donnent une 
idée juste de la sympathie qui dépend de causes 
bien plus compliquées. 

Un sentiment agréable accompagne .presque 
toujours les mouvemens sympathiques. Dans la 
plupart des espèces d'animaux , les individus 
s'attachent ainsi les uns aux autres, et se réunis- 
sent en sociétés. Dans l'espèce humaine , les ima- 
ginations fortes ressentent un vrai bonheur a 
dominer les imaginations faibles qui n'en res- 
sentent pas^ moins à leur obéir. Les sentimens 
sympathiques excités à la fois dans un grand 
nombre d'individus , s'accroissent par leur réac- 
tion mutuelle , comme on l'observe au théâtre. 
Le plaisir qui en résulte, rapproche les per- 
sonnes d'opinions semblables , que leur réunion 
exalte quelquefois jusqu'au fanatisnxe. De là nais- 
sent les sectes^ la ferveur qu'elles excitent, et la 
rapidité de leur propagation. Elles offrent dans 
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llibtoire , les plus étoonans et les plus fonestes 
exemples du pouyrâr de la s^pathie* Oa a sùn*- 
veut lieu de repiarquer U facilité avea laquelle 
les mouyemaofi qnnpathiques tels que le rire f 
se comuiuniqueut par la simple vue, sans le con- 
cours d aucune autre cause dausceux qui les 
reçoiyeut. L'iufluence de la synqiadiie sur le 
sensorium est incomparablement plus pniaiante i 
les vibrations qu'elle y excite, lorsqu'elles sont 
extrêmes , produisent en réagissant sur l'éçono^ 
mie animale , des effets extraordinaires que Von 
^ j dans le$ siècles de superstition ^ attribn& à 
des agens surnaturels , et qui par leur 'àngu« 
larité , méritent l'attention des observatetav. 

lia tendance à l'imitation existe même à l^^arâ 
des objets de Timagination. Placés dans une yoi* 
tnre qui nous parait se diriger vers un obstacle^ 
nous imitons involontairement, le mouvement 
qu'elle doit prendre pour l'éviter. On peut conce- 
voir que l'idée de ce mouvement et la tei|- 
dance à l'imiter correspondent k des monvé-* 
mens du sensorium , dont le premier produit le 
second , à peu près comme les vibrations d'une 
corde sonore font vibrer ses harmoniques. On ex'> 
plique ainsi, comment l'idée de la chute dans 
un précipice fortement imprimée par la peur, 
peut y ùàre tomber celui qui le traverse sur une 



\ 
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{iJU^che é(ix>ite qu'il parcoucrait 4'un pdfi ferme , 
$i elle était pQsée dans toute sa longueiir sur la 
terre.^|e co;ai)ais des perstoniies qui éprouvent 
une tellis (Si^citation à 3e précipiter d'unç grande 
hauteur où elles se voient élevées , qu'elles sont 
forcée pour y résister 9 d'augmenter les précau- 
tipj^, prises pQi^ les retenir , et cependant bien 
pr<^C^ k les rassurer. 

Par unp noble prénogatiye de l'espèce humaine, 
le. récit d actions grandes et. vertueuses nous en- 
^mme et nou$ porte k. les innter. Mais quelques 
individus tiennent de leur organisation ou deper- 
i]Licieu^ exenjplgj^^. des pençhans funestes qu'ex-^ 
citiç yiyeiweiit le récit d'une action criminelle 
d§veu]gLe l'obje? de Vjittentipn publique. Souç ce 
rappprt , k pubJii^i|P des crîpiep n'çst pas saus 

dapgert 

La çomniisération , la bienveillance et beau- 
coup d'autres sentimens dérivent de la sympathie. 
Par elle /on res^nt les maux d'autrui et l'o». 
partage le con^joatenoient du malheureux qu'on 
soulage. Maig je ue veux ici , qu'exposer les 
priqppgs de P^yçhplQgySj^ sans entrer dans le dé- 
veloppement de leursj^conséquences(i). - 



(i) La narration que Montagne fait dans ses Essais ^ de 
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Vêtues distances qui en contienneAt des liOliibres 
entiers 9. imprime dans la mémoire, ces: traces 
associées aux nombres de mètres qui leur cor- 
respondent. La vue d'une distance que l'on veut, 
apprécier réveille ces traces; et si l'une d'elles 
i^adapta exactement ou à fort peu près , k Vira- 
pression de la distance que l'on a sous les yeux , 
on juge que cette distance renferme le nom- 
l^re de mètres associé dans la mémoire , à la 
trace qui paraît lui être égale. C'est encore ainsi 
que l'on parvient à estimer le poids dés corps , en 
les soupesant. 

On peut établir en principe de Psycliolo-' 
gie, que les impressions souvent répétées d'un 
même objetvSur divei^ sens, modifient le sm- 
sorium , êe manière que l'impression intérieure 
correspondante à l'impression* extérieure de l'ob^ 
jet' sur un seul sens , devient très différente 
de, ce qu'elle étaif k l'origine. Développgns ce 
principe, et pour cela, considérons un avenue 
de naissance, auquel on vient d'abaisser la c^** 
taracte. Limage de l'objet qui se^peînt sur sa 
rétine, produit dans soâ sensorium, une îm-* 
pnâsion que je nommerai seconde image y sans 
prétendre l'assimiler à la prenqière ,mi rien affir- 
mer sur sa nature. Cette seconde image n'est pas 
d'abofd une représentation fidèle de l'objet. Mais 

r5 
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la comparaison habituelle des impressions de cel 
objet par le tact, avec celles qu'il produit par la 
vue , finit, en modifiant le sensoriuia, par rendre 
la seconde image conforme à la nature rej^réisente'e 
fidèlement par le toucher. L'image peinte sur la 
rétine, ne change point; maisVimage ioterieunp 
qu'elle fait naître, n'est plus la même; comme 
les expe'riences faites sur plusieurs aveugles de 
naissance auxquels on avait renda la vue^ l'ont 
prouvé. 

C'est principalement dans l'enfance, que le 
sensorium acquiert ces modifications. L'enfant 
comparant sans cesse les impressions qu'il reçoit 
d'un même objet, par les organes de^a vue et 
du toucher , rectifie les impressions de la vue. 
Il dispose son sensorium, à donner aux objets 
visibles , la forme indiquée par le tact dont les 
impressions s'associent intimement avec celles 
de la yue, qui les rappellent toujours. Alors les 
objets visibles sont aussi fidèlement représentés 
que les objets tactiles. Un rayon lumineux de- 
vient pour la vue, ce qu'est un bâton pour le 
toucher. Par ce moyen , le premier de ces sens 
étend beaucoup plus loin que le second , la sphère 
des objets de ses impressions. Mais la voûte cé- 
leste elle-même, à laquelle nous attachons les 
astres , est encore très bornée ; et ce n'est que par 



■^ 
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uiie loligue suite d'observations et de Calculs > que 
nous sommes parvenus à reconnaître les grandes 
distances de ces corps , et à les éloigner indëfî- 
niniént dans l'immensité de l'espace»' 

n parait que dails plusieurs espèces d'animaux > 
la disposition du sensorium , qui nous fait appré^ 
cier les distances^^ est naturelle. Mais l'homme 
pour lequel la nature a remplacé presque en tout > 
l'instinct , par l'intelligence , a besoin pour le 
suppléer , d'observations et de comparaisons qui 
servent merveilleusement à " développer sesTa^ 
cultes intellectuelles et à Itii assurer par ce déve^ 
loppement, l'empire de là terrcv , j/ 

Les images intérieures ne sont donc pas les 
effets d'une cause unique : elles résultent, soit 
^ des' impressions reçues simultanément par le 
même sens ou par des sens différens, soit des 
impressions intérieures rappelées ' par la mé- 
moire. L'influence réciproque de ces impres- 
sions est un principe psychologique fécc©4 en 
conséquences. Développons NÇuelques-unes des 
principales. 

Qu'un obseirvateur placé' d'ans* une profonde 
obscurité) voie à des distances différentes > deux 
globes lumineux d'un même .'diamètre ; ils lui 
paraîtront d'inégale grandeurr Leurs images in- 
térieures seront ' proportionnelles aux images 

i5.. 
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correspondantes^ peintes sur la rétine. Afatb si, 
robscurité venant à cesser ^ il aperçoit en même 
temps que les globes , tout l'espace inténnédiaire; 
cette vue agrandît Tirnage intérieure du globe k 
plus éloigné > et la rend presque égale à celle de 
l'autre globe. C'est ainsi qu'un hoomie^ vu aux 
distances de deux et de quatre mètres^ nous pa-* 
ralt de la même graùdeur : son inage intérieure 
ne varie point, quoique l'une de^ images peintes 
$ur la rétine, soit double de l'autre* C'est encore 
p6r l'impression de^ objets intermédiaires^, que 
la lune à l'horizoïi nô^ sémMe plus grande qu'au 
zénith. On aperçoit au -dessus d'une bvancbe 
voisine de l'œil, nn objet que Von rapporte au 
loin, et qui parait fort grand. On vient ensuite 
h reconnaître le lien qui Funit à la brançbe : sur- 
leH^hamp, la perception de ce lien change l'image 
intérieure, et la réduit à une dimension beau- 
coup moindre. Toutes ces choses ne sont point 
de simples jugemens, comme quelques métaphy- 
siciens Font pensé : elles sont des effets pbyrio- 
logiques dépendans des dispositions que le senso- 
rium a contractées par la comparaison habituelle 
des impressions d'un même objet sur les cannes 
4q plusieurs sens, et spéciatemeont ^ur ceux du 
toucher et de la vue. 
L'influence des traces rappelées )>ar la me*- 
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moire ^ sur les impressions qu'excitent les objets 
extérieurs , se fait . remarquer dans un grand 
nombié de cas. On voit de loin , des lettres^ sans 
pouvoir distinguer le mot qu'elles exprintient. Si 
quelqu'un prononce ce mot , ou si quelque cir* 
constance en rappelle la mémoire ; aussitôt , l'i- 
mage intérieure de ces lettres ainsi rappelées ^ se 
superpose^ si je puis ainsi dire^ à l'image con* 
fuse produite par l'impresâion des caractères exté^ 
rieurs , et "la rend distincte. La voix d'un acteur 
que vous entendez confusément^ dâA^ient dis-» 
tincte , lorsque vous lisez ce qu'il récite. La viïe 
des caractères rappelle les traces des sons qui leur 
répondent ; et ces traces se mêlant aux sons con-^ 
fus de la voix ^ les font distinguer. La peur trans-^ 
forme souvent de cette manière , lésta)>jets qu'une 
trop faible lumière ne fait pas reconnaître > em 
objets effrayans qui ont avec eux , de l'analogie^ 
L'image de ces derniers objets, forfj^ent retra- 
cée dans le sensorium par la crainte^ se fené 
propre l'impression des objets extérieurs. Il est 
important de se garantir de cette cause d'illusion, 
dans les ctmséquences que l'on tire d'observa- 
tions de choses qui ne font qu'une impression 
très légère : telles sont les observations de la dé^ 
gradation de la lumière à h. surface des planète^ 
et des satellites ^ d'où l'on a conclu l'existence ek 
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rihtensité de leurs atmosphères , et leurs mouve- 
mens de rotation. Il est souvent à craindre que 
des images intérieures qe s assimilent cea impresT 
sions et le penchant qui nous porte à croire à 
l'existence des* choses que représentent les ftnpresr 
sions reçues par les sens. 

Ce penchant remarquable tient à 4in caractère 
particulier qui distingue les impressions venant 
du dehors^ des traces produites par rimagina- 
tion ^ ou rappelées par la mémoire. Mais il arrive 
quelquefois par un désordre du sensorium ou 
des organes qui agissent sur lui > que ces traces 
ont le caractère et la vivacité des impressions 
extérieures : alors ^ pn juge présens, leurs objets; 
on est visionnaire. Le calme et les ténèbres de 
la nuit f favorisent ces illusions qui dans le som- 
meil sont complètes et forment les rêves dont on 
aura une juste idée , si l'on conçoit que les traces 
des objets qiji se présentent k notre imagination 
dans Tobscurîté , acquièrent une grande intensité 
pendant le sommeil. 

Tout porte à croire que dans les somnambules, 
quelques-uns des sens ne sont pas complètement 
endormis. Si le sens du toucher, par exemple , 
reste encore un peu sensible au contact des ob- 
jets extérieurs; les impressions faibles qu'il en 
reçoit;, transmises au sensorium, peuvent en se 
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combinant avec les images du rêve d'un somnam- 
bule, les modifier, et diriger ses mouvemens. 
En examinant d'après cette considération , les ré- 
cits bien avérés des choses singulières opérées par 
les somnambules, il m'a paru que l'on pouvait 
en donner une explication fort simple. 

Quelquefois les visionnaires croient entendre 
parler les personnages qu'ils se figurent, et ils 
ont avec eux une conversation suivie : les ou- 
vrages des médecins sont remplis de faits de ce 
genre. 

Charles Bonnet cite comme l'ayant souvent ob- 
servé, son aïeul maternel, (c vieillard, dit-il, 
)) plein de santé , qui indépendamment de toute 
» impression du dehors, aperçoit de temps en 
» temps devant lui, des figures d'hommes, de 
» femmes*, d'oiseaux, de voitures, de bâti- 
» mens, etc. Il voit ces figures se donner diffé- 
» rens mouvemens, s'approcher, s'éloigner, fuir, 
» diminuer et augmenter de grandeur , paraître , 
» disparaître, reparaître. U voit les bâtimens 
» s'élever sou^ ses yeux , etc. Mais il ne prend 
» point ses visions pour des réalités :"sa raison 
» s'en amuse. Il ignore d'uh moment à l'autre , 
» quelle vision va s'ofirir à lui. Son*cerveau est 
» un théâtre qui exécute des scènes d'autant plu3 
i> surprenantes pour le spectatem', qu'il ne les a 
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la mémoire, quoique faibles, nous font appré- 
cier iQur intjen^të primitive que nous pouvons 
aiodi o^nparer aut impressions semblables d'ob- 
jets présenç. Nous jugeons de cette manière , 
qu'un;e couleur que nous avons vue , la veille , 
était plus vive que celle qui frappe maintenant 
notre vue. 

Les impressions qui accompagnent les traces 
de la mémoire, servent à nous en rappeler les 
causes. Ainsi , lorsqu'au souvenir d'une chose qui 
nous a été dite, se^ joint le souvenir de la con-* 
fiance que nous avons donnée au narrateur; si 
(son nom nous échappe, nous le retrouvons, en 
rappeUnt successivement les noms de ceux qui 
nous ont entretenus , jusqu'à ce que nous parve-r 
nipns au nom qui nous a inspiré cette confiance. 

Les impressions reçues dans l'enfance, se con- 
servent jusque dins l'extrême vieillesse , et se re-r 
nouvellent alors même que des impressions pro^ 
fondes de l'âge mûr ^ont entièrement effacées. 
Il senible que les premières impressions gravées 
profondément dans le sensorium, n'attendent 
pour reparaître , que l'affaiblissement des impres- 
sions subséquentes , par l'âge ou par la maladie ; 
à peu près conime les astres qu'effaçait la clarté 
du^our, se montrent dan^* la nuit ou dans les 
édipses de soleil. ., 
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Les traces de la mémoire acquièrent de l'in- 
tensité ^ par l'effet du temps et à notre insu. Les 
choses que l'on apprend , le soir, se gravent dans 
le sensorium pendant le sommeil , et se retien- 
nent facilement par ce moyen. J'ai observé plu- 
sieurs fois, qu'en cessant de penser pendant quel- 
ques jours, à des matières très compliquées; elles 
me devenaient faciles, lorsque je les considérais 
de nouveau. . 

Si nous revoyons un objet qui noms avait frap- 
pés par sa grandeur, long-temps * après que la 
vue fréquente d'objets du même genre, beaucoup 
plus grands, a diminué l'impression de grandeur 
qu'ils font éprouver; nous sommes surpris de le 
trouver fort au-dessous de son impression con- 
servée dans la mémoire. 

Quelques hommes sont doués d'une mémoire 
prodigieuse. L'exactitude avec laquelle ils répè- 
tent de longs discours qu'ils viennent d'entendre, 
nous étonne. Mais lorsqu'on réfléchit à tout ce 
que renferme la mémoire de la plupart des hom- 
mes, on est bien plus étonné que tant de choses 
y soient placées sans confusion. Considérez un 
chanteur sur la scène : sa mémoire lui rappelle 
chaque mot de son rôle, le ton, la mesure et le 
geste qui doivent l'accompagner. Un nouveau 
rôle succède-t-il au premier; celui-ci semble 



SUR LES PROBABILITÉS. 235 

comme effacé de sa mémoire qui retrace dans 
l'ordre convenable, toutes les parties du second 
rôle , et qui rappellerait de la même manière , 
les divers rôles que le chanteur a étudiés. Ces 
traces dont le noHibre est immense , ou du moins 
les dispositions propres à les faire naitre, existent 
à la fois dans soji sensorium sans se confondre , 
et l'acteur peut les rappeler à sa volonté. Je dois 
répéter ici , que {)ar les mots , trace ^ image ^ vi- 
brations y etc., je n'entends exprimer que des 
phénomènes du sensorium , sans rien affirmer sur 
leur nature et sur leurs causes; comme ^n mé- 
canique, on n'exprime ' que des effets, parles 
mots force j attraction ^ affinité ^ etc. 
' Les opérations du sensorium et les mouve- 
mens qu'il fait exécuter, deviennent plus faciles 
et comme naturels, par de fréquentes répétitions. 
De ce principe psychologique découlent nos ha- 
bitudes. En se combinant avec la. sympathie , il 
produit les coutumes, les mœurs et leurs étranges 
variétés. Il fait qu'une chose généralement reçue 
chez un peuple , est regardée par un autre avec 
horreur. Les combats de gladiateurs , dont les 
Romains aimaient ' passionnément le spectacle, 
et les sacrifices humains qui souillent les annales 
des nations*, nous paraîtraient horribles. Quand 
on considère l'état déplorable des esclaves , l'avi- 
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lissement des Parias dans l'Inde ^ et Tabsurdité 
de tant de croyances contraires à la raison et an 
témoignage de tous nos sens ; on est affligé de 
voir jusqu'à ({uel point l'habitude de l'eG^la-^ 
yage et les préjugés ont dégradé l'e^ce hu-» 
maine. 

Cette disposition <{tle la (récpience des répéti-^ 
tions donne ausensoriumi rend très difficile ^ Is^ 
distinction des habitudes acquises^ d'avec le^pen? 
chans qui ^ dans l'homme / tiennent à son orga-^ 
nisation; car il est naturel de penser quje l'instinct 
si étendu et si puissant dm les animaux p n'est 
pas nul dans l'espèce hutname ^ et qu^ l'attache-^ 
ment d'une mère à son enfant en dérive . La doubl^ 
influence de l'habitude et de la sympathie, mo^ 
difie ces penchans : souvent elle les fortifie y quel-* 
quefois elle les dénature au point de leur substir 
tuer des penchans contraires. 

Plusieurs observations faites sur l'homme et 
sur les animaux^ et qu'il est bien. important de 
continuer, portent à croire que les modifications 
du sensorium , auxquelles l'habitude a donné unç 
grande consistance, se transmettent des pères aux 
enfans par voie de génération , comme plusieurs 
dispositions oi^aniques. Une disposition origi- 
nelle à tous les mouvemens extérieurs et in- 
térieurs qui accompagnent les actes habituels , 
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explique^ de la manière la plus simple ^ rempire 
que les habitudes enracinées par les siècles exer-* 
cent sur tout un peuple , et la facilité de leur com- 
munication aux enfans , lors même qu'elles sont 
les plus contraires à la raison et aux droits im- 
prescriptibles de la nature humaine. 
. . La facilité qu'un exercice fi^équent donne aux 
organes 9 est telle qu'ils continuent souvent d'eux- 
mêmes , les mou vemens que la volonté leur im- 
prime. Lorsqu'en marchant^ nous sommes forte- 
ment pccupés d'une idçQ; la cau^e qui renouvelle 
à chaque instant notre mouvement ^ agit sajos le 
Goncours de notre volonté, et sans que nous en 
ayons la conscience. On a vu des personnes sur- 
prises en niiarchant par lé gpmmeil , continuer 
leur route et ne se réveiller que par la rencontre 
d*un obstacle. U paraît qu'çn vertu d'une dispo- 
sition que la volonté de marcher donne au sys-. 
tème imoteur, la marche continue j à peu près 
<x)mme le mouvement d'une montre est entretenu 
' par le develoi^ment de son rçaisort spiraL Un 
dérangement 4ans réconomie animak peut pro- 
duire cette 4^p03itiou« Alors la marche est invo- 
lontaire , eV jfe tiens d'ùA médecin eckiré ,. que 
dans- une maladie de ce genre qu'il ava^t traitée , 
le malade né pouvait s'arrêter^ qn'ensc refenant 
à un point fixe. Les observations des maladies 
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peuTent ainsi répandre un grand jour sur la Psy- 
chologie, quand les médecins joignent aux con- 
naissances de leur art et des sciences accessoires^ 
Tesprit d'exactitude et de critique que donne l'é- 
tude des Mathématiques et spécialement de la 
science des probabilité. 

Le sensorium peut recevoir des impressions 
trop £ûbles pour être senties , mais sufl^Mes 
pour déterminer des actions dpnt nous ignorons 
la cause. Barbeu-Dubourg, traducteur français 
des Œuvres de Franklin, rapporte dans %a tra- 
duction , le fait suivant qu'il tenait d'un mar- 
chand de Paris : ce Un jour, dit-il, que cet hon- 
M néte homme marchait dans les mes de Saint- 
» Germain, songeanlàdes affaires fort sérieuses; 
» il ne put s'empêcher de moduler tout bas , che- 
» min faisant, Tair d'une ancienne chanson qu'il 
» avait oubliée depuis bien des années. Arrivé a 
n deu^ cents pas de là , il commença à entendre 
» dans la place publique , un aveugle jouer ce • 
n même air sur son violon ; et il imagina que 
» c'était une perception légère , une semi-per- 
» ception du son de cet instrument , affaibli par 
» Féloignement , qui avait monté sfesoi^anes sur 
n ce ton , d'une manière insensible à lui-iùême. 
» Il assure que depuis ce temps, il s'est donné 
» souvent le plaisir de suggérer des airs à son 
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» gré à un atelier d'ouvrières, sans pouvoir être 
» entendu d'elles. Lorsqu'il cessait un moment 
» de lei^eipitendre chanter, il fredonnait tout bas 
» l'air qu'il voulait qu'elles chantassent , et cela 
» ne manquait presque jamais de leur arriver, 
)i sans qu'elles l'eussent sensiblement entendu, 
» ou qu'aucune d*elles s'en doutât, w 

D'apîfes ce que nous avons dit sur l'influence 
réciproque des traces du sensorium , on conçoit 
que la musique, par de fréquentes répétitions, 
peut communiquer à nos mouvemens ,' la ré- 
gularité de sa mesure. C'est ce que l'on observe 
dans la danse et dans divers exercices où la- pré- 
cision des mouvemens ainsi régularisés , nous 
semble extraordinaire. Par cette régularité , la 
musique rend • généralement jJlus faciles , les 
mouvemens que plusieursr personnes exécutent 
a la fois. 

Un phénomène psychologique très remarqua- 
ble, est la grande ipflufence de l-attention sur les 
traces du sensorium : elle les grave profondé- 
ment dans la mémoiire ; et elle en accroît la viva- 
cité , e%' même temps qu'elle affaiblit les impf es- 
sionis concomitantes. Si nous regardons fixement 
un objet, pour*^y dén^ele^ quelques particula- 
rités ; l'attention peut nous rendre insensibles aux 
impressions que d'autres objets font en même 
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temps sur la rétine. Far elle , les imagte ded 
choses que nous voulons comparer , acquièrent 
rintensité nécessaire pour que leurs - r4pports 
occupent seuls notre pensée. Elle réveille les 
traces de la mémoire , qui peuvent servir à cette 
comparaison ; et par là file devient le plus puis-' 
sant ressort de l'intelligence Immainet 

L'attention donnée fréqiwnment à que qua<^ 
lité particulière des objets , Gnit par douer les 
prganes , d'une exquise sensibilité qui fait j^con-* 
naître cette qualité , l€f|rsqu'elle devient insen- 
sible au commun des ho^^nes• 

Ces principes expliquent fies singuliers effets 
des panoramas. Quand les règles de la perspec^ 
tive y sont bien observées , les objets se peignent 
sur la rétine^ coiaime s'ilif étaie^^t réels. Le spec-« 
tateur est donc alors dans l'état que ferait naître 
la réalité des objets. Mais la perspective n'est 
jamais assez exacte^ pour que l'ideptité soit par-* 
faite. Dailleurs les impressiops étnpigères y quoi** 
que faibles^ se mêlant aux sensations principales 
que produit la perspective , nuisent d'abord à 
^ill^sion. L'attention donnée au panoraima les 
eflfaçe ; mais il faut pour cela , un temps plus ou 
moins long , dépendant des dispositions du sen- 
sorium, et de la perfection du paporama. Dans 
tous ceux que j'ai vus , un interviJle de qùdr 
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^ues minutes m'a été nécessaire pour acquérir une 
illusion complète. 

' Le principe suivant de Psychologie , explique 
un grand nombre de phénomènes qui ont un 
rapport direct avec l'objet de cet ouvrage. (( Si 
» l'on exécute fréquemment les actes qui décou- 
la lent d'une modification particulière du senso- 
» rrum ; leur réaction sur cet organe peut , non- 
j> seulement accroître cette modification, mais 
» quelquefois lui donner naissance. » Ainsi le 
mouvement de la main qui tient une longue 
chaîne suspendue , se propage le long de la chaîne 
jusqu'à son extrémité inférieure ; et si, la chaîne 
étant parvenue au repos , on met en mouvement 
cette extrémité j la vibration remonte jusqu'à la 
main qu'elle fait mouvoir à son tour. Ces mou- 
vemens réciproques deviennent faciles par la fré- 
quence de leurs répétitions. 

Les effets de ce principe sur la croyance sont 
remarquables. La croyance ou l'adhésion que 
nous donnons à une proposition , est ordinaire- 
ment fondée sur l'évidence, sur le témoignage 
des senâ, ou sur des probabilités : dans ce dernier 
cas, son degré de force dépend de celui de la 
probabilité qui dépend elle-même des données 
que chaque individu peut avoir sur l'objet de sou 
jugement. 

i6 
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Nous agissons souvent en vertu de notre 
croyance y sans avoir besoin d'en rappeler les 
preuves. La croyance est donc une modifîcatioii * 
du sensorium, qui subsiste indépendamment de 
ces preuves quelquefois entièrement oubliées , et 
qui nous détermine à produire les actes qui en 
sont les conséquences. Suivant le principe quq 
nous venons d'exposer , une répétition fréquente 
de ces actes , peut faire naître cette modification^ 
surtout s'ils sont répétés k ^ fois par un grand 
nombre de personnes; car alors , à la force de 
leur réaction ^ se joint le pouvoir de l'imitation^ 
suite nécessaire de la sympathie. Quand ces actes 
sont un devoir que les circonstances nous impo- 
sent^ la tendance de l'économie animale à prendre 
l'état le plus favorable à noire bien-être nous dis- 
pose encore à la croyance qui les fait exécuter 
avec plaisir. Peu d'hommes r^istent à l'action de 
toutes ces causes. 

Pascal a bien développé ces effets, dans un ar- 
ticle de ses Pensées, qui a ce singulier titre , quil 
est difficile de démontrer F existence de Dieu par 
les lumières naturelles ^ mais que le plus sûr est 
de la croire. Il s'exprime ainsi en s'adressant à 
un incrédule. « Vous voulez aller à la foi , et 
» vous n en savez pas le chemin ; vous voulez 
» guérir de l'infidélité, et vous en demandez le 
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>5 l*emède. Apprenez-le de ceux qui ont été tels 
» que vous, et qui n'ont présentement aucun 
» doutcw Ils savent ce chemin que voudriez sui- 
» vre > et ils sont guéris d'un mal dont vous vou- 
» lez guérir. Suivez la manière par où ils ont 
» commencé. Imitez leurs actions extérieures, 
» si vous ne pouvez encore entrer dans leurâ 
») dispositions intérieures ; quittez ces vains amu- 
» semens qui vous otîcupent tout entier. J'aurais 
» bientôt quitté ces plaisirs, dites-vous, si j'a- 
» vais la foi. Et moi je vous dis que vous auriez 
n bientôt la foi, si vous aviez quitté ces plaisirs. 
M Or c'est à vous à commencer. Si je pouvais , 
M je vous donnerais la foi : je ne le puis, ni par 
» conséquent éprouver la vérité de ce que vous 
» dites; mais vous pouvez bien quitter ces pl^-* 
» sirs> et éprouver si ce que je vous dis est 
» vrai. 

» Il ne faut pas se méconnaître : nous sommeâ 
» corps autant qu'esprit; et de là vient que l'în-* 
» strument par lequel la persuasion se fait, n'est 
» pas la seule démonstration. Combien y a-t-il 
» peu de choses démontrées? Les preuves île 
» convainquent que l'esprit : la coutume fait nos 
» preuves les plus fortes. Elle incline les sens 
>» qui entraînent l'esprit sans qu'il y pense. Qiii 
» a démontré qu'il fera demain jour , et que nous 

i6.. 
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» mourroos? et qu'y a-^t-il de plus aiÛTerselfe- 
}> ment cru? Cest donc la coutiune qui tious en 
» persuade; c'est elle qui fait tant de turcs et de 
» païens ; c'est elle qui fait les métiers , les 
» soldat 8, etc. U est vrai qu'il ne faut paa ccmi- 
» mencer par eDe^ pour, trouver la vérité ; mais 
D il faut avoir recours à elle , quand une fois Yes^ 
» prit a vu où est la vérité , afin de nous abreuver 
» et de nous teindre de cette croyance qui nous 
» échappe à toute heure : car d'en avoir toujours 
» les preuves présentes , c^est 'trop d'affairés. H 
» faut acquérir une croyance plus £idle , qui est 
» celle *de l'habitude qui sans violence ^ sans art> 
» sans argument, nous £ût croire led -choses^ et 
» incline toutes nos puissances à cette croyance > 
» en sorte que notre âme y tombe naturellement. 
» Ce n'est pas assez de ne croire que par la force de 
» la conyiction , si les sens nous portent à croire 
» le contraire. U faut donc faire marcher nos 
» deux pièces ensemble; l'esprit, par les raisons 
» qu'il suffit d'avoir vues une fois en sa vie ; et 
» les sens , par la coutume , et en ne leur per- 
» mettant pas de s'incliner au contraire. »> 

Le moyen que Pascal propose pour la couver-^ 
sion d'un incrédule , peut être employé avec suc 
ces pour détruire un préjugé reçu dès l'enfance, 
et enraciné par l'habitude. Ces sortes de piéjugés 
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naissent souvent de la plus faible cause , days 
les imagiiiations actives. Qu'une personne atta- 
chant au mot gauche^ une idée de malheur^ 
fasse joimiellementde la main droite^ une chose 
que l'on puisse exécuter indifféremment de Tune 
ou de l'autre main; cette habitude peut accroître 
la répugnance à se servir pour cela de la main 
gauche , au point dé rendre la raison impuissante 
contre ce préjugé. Il est naturel de croire qu'Au- 
guste doué d'une raison supérieure à tant d'égards, 
s'est reproché quelquefois sa faiblesse de n'oser 
se mettre en route , le lendemain d'un jour de 
foire y et qu'il a voulu la sumionter. Mais âù 
moment d'entreprendre un voyage dans^ l'un de 
ces jours ré|Mités malheureux , il a pu se dire que 
le phm sûr était de le différer ; augmentant ainsi 
sa répugnance par l'habitude Sy céder. La répé- 
tition fréquente d'actes contraires à ceftpréjugés , 
doit à la longue , les affaiblir et les faire' entièire- 
ment disparaître . 

L'attachement que l'on porte aux personnes 
qu'on a souvent obligées , découle du principe 
que nous venons de développer. La répétition 
fréquente d'actes en leur faveur, accroît et fait 
même naître quelquefois, le sentiment dont ils 
sont la suite naturelle. Les actes que le- goût 
d'une chose, nous fait exécuter fréquemment^ 
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augmentent Tintensité de ce goût, et le trans-* 
forment soaventen passion. 

On voit par ce qui précède , combien notre 
croyance dépend de nos habitudes. Accoatomés 
à jnger et à noos conduire , d après un certain 
genre de probabilités , nous donnons k ces pro-> 
babilités , notre assentiment , comme par ins-^ 
tincty et elles nous déterminent ayec plus de 
force , que des probabilités bien supérieures , 
r^ultats de la réflexion ou du calcul. Pour dimi— . 
quer autant qu^il est possible , cette cause d'illu- 
sion; il £aiut appeler l'imagination et les sens 
au secours de la raison. Que Ion figure par des 
lignes 9 les probabilités respectives; on sentira 
beaucoup mieux leur difierence. Une ligne qui 
représenterait la probabilité du témoignage sur 
lequel un fait extraordinaire est appuyé , placée 
à côté de la ligne qui représenterait l'invraisem- 
blance de ce fait, rendrait très sensible la pro-. 
babilité de l'erreur du témoignage; comme un 
tableau dans lequel les hauteurs des montagnes 
sont rapprochées , donne une idée frappante des 
rapports de ces hauteurs. Ce moyen peut être 
employé dans plusieurs cas avec succès. Pour 
rendre sensible, l'immensité de l'univers; que 
l'on représente par une quantité presque imper-» 
çeptible , par un dixième de millimètre % la plua 



SUR LES PROBABIUTÉS. ^4? 

igrande étendue de la France en longueur ; la 
distance du soleil à la terre y sera de quatorze 
mètres : celle de l'étoile la plus proche , surpas- 
sera un million et demi de mètres, c'est-à-dire 
sept ou huit fois le rayon du plus grand, horizon 
que l'œil puisse embrasser du point le plus âevé* 
On n'aura encore ainsi qu'une très faible image 
de la grandeur de Funivers qui s'étend infiniment 
au-delà des plus brillantes étoiles , comme le 
prouve c^ nombre prodigieux d'étoiles placées 
les unes au-delà^ des autres et se dérobant à la 
vue dans la ^profondeur de$ cieux. Mais toute 
faible qu'elle est, cette image suffit pour nous 
Élire sentir l'absurdité des idées de prééminence 
de l'homme sur toute la nature , idées dont on a 
tiré de si étranges conééquencea* 

Nous établirons enfin , comme principe de Psy- 
chologie , r€;xageration des probabilités y par les 
passions. La chose que l'on craint ou que i'on 
désire vivement, nous semble, par cela même , 
plus probable. Son image fortement retracée dan^ 
le sensorium , affaiblit l'impression des probabi- 
lités contraires, et quelquefois les efface au point 
de faire croire la chose arrivée. La réflexion et le 
temps , en diminuant la vivacité de ces senti-^ 
mens, rendent à l'esprit, le calme nécessaire pour 
bien apprécier la probabilité des choses^. 
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Les vibrations du sensorium doivent être , 
comme tous les mouvemens^ assujetties aux lois 
de la Dynamique , et cela est confirmé par Texpé- 
rience. Les môuvemens qu elles impriment au 
système musculaire , et que ce système commu-^ 
nique aux corps étrangers , sont comme dans le 
développement des ressorts , tels que le centre 
commun de gravité de notre corps et de ceux 
qu'il fait mouvoir, reste immabi7e. Ces vibrations 
se superposent les unes aux autres, comme on 
voit les ondulations des fluides , se mêler sans se 
confondre. Elles se communiquent aux individus, 
comme les vibrations d'un corps sonore aux corps 
qui l'environnent. Les idées complexes se for- 
ment de leurs idées simples , comme le flux de 
la mer se compose des flux partiels que produi- 
sent le soleil et la lune. L'hésitation entre des 
motifs opposés , est un équilibre de forces égales. 
Les changemens brusques que l'on produit dans 
le sensorium , éprouvent la résistance qu'un sys- 
tème matériel oppose à des changemens sembla- 
bles ; et si l'on veut éviter les secousses et ne pas 
perdre de force vive , îl faut agir , comme dans 
ce système, par nuances insensibles. Une atten- 
tion forte et continue épuise le sensorium , comme 
une longue suite de commotions épuise une pile 
voltaïque, ou l'organe électrique des poissons^ 
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Presque toutes les comparaisons que no.us tirons 
des objets matériels^ pour rendre sensibles les 
choses intellectuelles^ sont au fond^ des iden- 
tités. 

Je désire que les considérations précédentes , 
tout imparfaites qu'elles sont , puissent attirer 
l'attention des observateurs philosophes sur les 
lois du sensorium ou du monde intellectuel, 
lois qu'il nous injporte autant d'approfondir, quç 
celles du monde physique. On a imaginé des hy- 
pothèses à peu près semblables , pour expliquer 
les phénomènes de ces deux mondes. Mais les 
fondemens de ces hypothèses échappant à toi:is 
nos moyens d'observation et de calcul; on peut à 
leur égard, dire avec Montaigne, que Vignprance 
et V incuriosité sont un mol et doux chevet ^ pour 
reposer une tête bien faite. 

Des divers moyens d'approcher de la certitude^ 

L'induction , l'analogie , des hypothèses fon- 
dées sur les faits et rectifiées sans cesse par de 
nouvelles observations, un tact heureux donné 
par la nature et fortifié par des comparaisons 
nombreuses de ses indications avec l'expérience; 
tels sont les principaux moyens de parvenir à la 
vérité. 
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. Cependant Finduction , en faisant découvrir 
les principes généraux des çciences, ne suffit pas 
pour les établir en riguieur. Il faut toujours les 
confirmer par des démonstrations , ou par des 
expériences décisives : car* l'histoire des sciences 
nous montre que l'induction a quelquefois con- 
duit à des résultats inexacts. Je citerai pour 
exemple , un théorème de Feriiiat sur les nom- 
bres premiers. Ce grand géomètre qui avait pro- 
fondément médité sur leur théorie, cherchait une 
formule qui ne renfermant que des notnbres pre- 
miers, donnât directement un nonibre premier 
plus grand qu'aucun nombre assignable. L'in- 
duction le conduisit à penser que deux , élevé à 
une puissance qui était elle-même une puissance 
de deux , formait avec l'unité, un nombre pre- 
mier. Ainsi deux, élevé au carré, plus un, forme 
le nombre premier cinq : deux, élevé à la seconde 
puissance de deux, ou seize, forme avec un, le 
nombre premier dix-sept. Il trouva que cela était 
encore vrai pour la huitième et la seizième puis- 
sance de deux , augmentées de l'unité ; et cette 
induction appuyée de plusieurs considérations 
arithmétiques, lui fît regarder ce résultat comme 
général. Cependant il avoua qu'il ne l'avait pas 
démontré. En effet, Euler a reconnu que cela 
cesse d'avoir lieu pour la trente-deuxième puis- 
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sance de deux^ qui augmentée deranîté^ 
donne 4294967297 , nombre divisible par 641 • 
Nous jugeons par induction, que si des évé-^ 
nemens divers , des mouvemens par exemple , 
paraissent constamment et depuis long-temps^ 
lies par un rapport sipiple ; ils continueront sans 
cesse d'y être assujettis; et nous en conduonspar 
la théorie des probabilités , que ce rapport est 
dû , non au hasard , mais à une cause régulière. 
Ainsi l'égalité des mouvemens de rotation et de 
révolution de la lune ; celle des mouvemens des 
nœuds de l'orbite et de réqoateur lunaire, et la 
coïncidence de ces nœuds ; le rapport singulier 
des mouvemens des trois premiers satellites de 
Jupiter, suivant lequel la longitude moyenne àa 
premier satellite , moins trois fois celle du second^ 
plus deux fois celle du troisième , est égale à deux 
angles droits ; légalité de l'intervalle des marées, 
à celui des passages de la lune au méridien; le re- 
tour des plus grandes marées avec lessyzygies, 
et des plus petites avec les quadratures ; toutes ces 
choses qui se maintiennent depuis qu'on les ob- 
serve , indiquent avec une vraisemblance extrême, . 
l'existence de causes constantes que les géomètres 
sont heureusement parvenus à rattachera la loi de 
la pesanteur universelle , et dont la connaissance' 
rend certaine y la perpétuité de ces rapports. 
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Le chancelier Bacon ^ promoteur si éloquent 
de la vraie méthode philosophique^ a fait de Fin- 
duction> un abus bien étrange > pour prouver 
l'immobilité de la terre. Voici comme il raisonne 
dans le Nopum^Organum^ son plus bel ouvrage. 
Le mouvement des astres, d'orient en occident i 
est d'autant plus prompt ^ qu'ils sont plus éloignés 
de la terre; Ce mouvement est le plus rapide 
pour les étoiles : il se ]:alentit un peu pour Sa- 
turne , un peu plus pour Jupiter , et ainsi de suites 
jusqu'à la lune et aux comètes les moins élevées. 
Il est encore perceptible dans l'atmosphère, sur- 
tout entre les tropiques^ à cause des grands cer- 
cles que les molécules de Tair y décrivent ; enfin 
il est presque insensible pour l'Océan ; il est donc 
nul pour la terre. Mais cette induction prouve 
seulement que Saturne et les astres qui lui sont 
inférieurs ont des ipouvementî pix)pres, contrai- 
res ad mouvement réel ou appiarent qui emporte 
toute la sphère céleste d'orient en occident , et 
que ces mouremens paraissent plus lents pour 
les astres plus éloignés; ce qui est conforme 
aux lois de l'Optique. Bacon aurait dû être frappé 
de l'inconcevabli^ vitesto qu'il faut suppotser aux 
astres, pour accomplir leur révolution diurne, 
si la terre est imnnobile , et de l'extrême simpli- 
cité avec laquelle sa rotation eitpUique comment 
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des corps aussi distans les uns des autres ^ que 
les étoiles, le soleil, les planètes et la lune , sem-» 
blent tous assujettis à cette rëyolution. Quant à 
rOcéan et à l'atmosphère , il ne devait point assi- 
miler leur mouvement à celui des astres , qui sont 
détachés de la terre ; au lieu que l'air et la mer 
Élisant partie du globe terrestre , ils doivent par- 
ticiper à son mouvement ou à son repos. Il est 
singulier que Bacon porté aux grandes vues par 
son génie , n'ait pas été entraîné par l'idée ma- 
jestueuse que le système de Copernic offre de 
l'univers. Il pouvait cependant trouver en fa- 
veur de ce système , de fortes analogies , dans 
les découvertes de Galilée, qui lui étaient con- 
nues. Il a donné pour la recherche de la vérité, 
le précepte et non l'exemple. Mais en insistant 
avec toute la force de la raison et de leloquence, 
sur la nécessité d'abandonner les subtilités insi- 
gnifiantes de l'école , pour se livrer aux obser- 
vations et aux expériences, et enindicpiant la 
vraie méthode de s'élever aux causes générales 
des phénomènes ; ce grand philosophe a contri- 
bué aux progrès immenses que l'esprit hunpiain 
a faits dans le beau siècle où il a terminé sa 
carrière. 

L'analogie est fondée sur la probabilité que 
les choses semblables ont des causes du même 
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genre, et produisent les mêmes effets. Plus la 
similitude est parfaite, plus cette probabilité 
augmente. Ainsi nous jugeons sans aucun doute , 
que des êtres pourvus des mêmes organes., exé- 
cutant les mêmes choses, éprouvent les mêmes 
sensatipns et sont mus par les mêmes désirs. 
La probabilité que les animaux qui se rap- 
prochent de nous par leurs organes, ont des 
sensations analogues aux nôtres , quoiqu'un peu 
inférieure à celle qui est relative aux individus 
de notre espèce, est encore excessivement 
grande ; et il a fallu toute l'influence des pré- 
jugés religieux, pour faire penser à quelques 
philosophes , que les animaux sont de purs au- 
tomates. La probabilité de l'existence du senti- 
ment décroit, à mesure que la similitude des 
organes avec les nôtres, diminue; mais elle est 
toujours très forte, même pour les insectes. En 
voyant ceux d'une même espèce , exécuter des 
choses fort compliquées , exactement de la même 
manière , de générations en générations et sans 
les avoir apprises ; on est porté à croire qu'ils 
agissent par une sorte d'affinité , analogue à celle 
qui rapproche les molécules des cristaux , mais 
qui se mêlant au sentiment attaché à toute or- 
ganisation animale, produit avec la régularité 
des combinaisons chimiques, des combinaisons 



256 ESSAI PHILOSOPHIQUE 

beaucoup plus singulières : on pourrait peut- 
être , nommer ciffimté animale y ce mélange des 
affinités électives et du sentiment. Quoif^ù'il existe 
beaucoup d'analogie entre Forganisation des 
plantes et celle des animaux ; elle ne me parait 
pas cependant suffisante pour étendre aux végé- 
taux, la faculté de sentir; mais rien. n'autorise à 
la leur refuser. 

Le soleil faisant édore par Vdidùon bienfaisante 
de $a lumière et de sa chaleur y les animaux et 
les plantes qui couvrent la terre ; nous jugeons 
par l'analogie , qu'il produit des effets semblables 
sur lès autres planètes; car il n'est pas naturel 
de penser que la matière dont nous voyons l'ac- 
tivité se développer en tant de façons , soit sté- 
rile sur une aussi grosse planète que Jupiter qui , 
comme le globe terrestre, a ses jours, ses nuits 
et ses années , et sur lequel les observations in- 
diquent des changemens qui supposent des forces 
très actives. Cependant, ce serait donner trop 
d'extension à l'analogie, que d'en conclure la 
similitude des hàbilans des planètes et de la 
terre. L'homme fait pour la température dont 
il jouit, et pour l'élément qu'il respire , ne pour- 
rait pas, selon toute apparence, vivre sur les 
autres planètes* Mais ne doit-il pas y avoir une 
infinité d'organisations relatives aux diverses 
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coilstitutions des globes de cet univers? Si la 
seule différence des élémens et des climats, met 
tant de Variété dans les productions terres- 
tres; combien plus doivent différer celles des 
diverses planètes et de leurs satellites ! L'imagi- 
nation la plus active ne peut s'en former au- 
cune idée; mais leur existence est très vraisem- 
blable. 

Nous sommes conduits par une forte analogie , 
à Të^trdev les étoiles , comme autant de soleils 
doués aftisi qxïfe le nôtre, d'un pouvoir attrac- 
tif proportionnel à la masse et réciproque au 
carré des distances. Car ce pouvoir étant dé- 
montré pour tous les corps du système solaire , 
et pour leurs plus petites molécules; il parait 
appartenir à toute la matière. Déjà, les mouve- 
mens des petites étoiles que l'on a nommées 
doubles à cause de leur rappcocfaement , pa- 
raissent l'indiquer : un siècle au plus d'obser^ 
vations précises, en constatant leurs mouve- 
mens de révolution les unes autour des autres., ■ 
mettra hors de doute, leurs attractions réci- 
proques. 

L'analogie qui nous porte à faire de chaque- 
étoile , le centre d'un système planétaire , est 
beaucoup moins forte que la précédente ; mais 
elle acquiert de la vraisemblance , par l'hypo- 

ï7 
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thèse que nous avoos proposée sur la formaticni 
des étoUes et du soleil ; .car dans cett&iiypothèse^ 
chaque étoile aj^ant été comme le soleil^ primi^ 
tivement environnée d'une vaste atmosphère; 
il est naturel d'attribuer à cette atmosphère |^ les 
mêmes effets qua latmosphère solaire^ €|f de 
«apposer qu'elle a produit ep se ix>ndei)sant9 des 
planètes et des satellites. 
/ Un grand nombre da découvertes daj^ les 
sciences , sont dues à l'analogie. Je dtera> comme 
une des (dus remarquables , la découverte de Vé- 
lectricité atmosphérique ^ à laquelle on a été coi^ 
àmt par l'analogie des phénomènes âifrtriques 
avec les eâete du tonnerre* . • 

. La méthode h pli|ssùre<|ui poisse nous guider 
daiM la recherdie de la vérité^ consiste à s'élever 
par induction, des phénomènes aux: lois^ et des 
lois aux forces. Les lois sont les rapports qui lient 
entre eux les j^énomènes particuliers ; quand 
elles ont fait connaître le principe général des 
forces dont elles dérivent ; on le vérifie soit par 
des expériences directes^ lorsquç cel^ est possi- 
ble , soit en examinant s'il satisfait aux phéno- 
mènes connus; et si par une rigoureuse analyse^ 
en les voit tous découler de ce principe , jusque 
dans leurs moindres détails ; si d'ailleurs ils sont 
très, variés et très nombreux ; la science alors ac- 
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quiert le plus haut degré de certitudje et d<e per- 
fection^ qu'elle puisse atteindre. TeUje egt deve- 
nue l'Astronomie , par la découverte de Ifi pe- 
santeur universelle. L'histoire des sciences fait 
voir que cette; marche lente et pénible de l'induc- 
tion, n'a pas toujours été celle des inventieur§. 
{i'imaginatiQn impatiente de remonter aux cau- 
se§, se pkît à c^^er des hypothèses; et souvent, 
elle dénature les faits , pour les plier a son ou- 
vrage : alors , les hypothèses sont dangereuses. 
" Mais quand on ne les • envisage que comme des 
moye^ de lier eiitre enx les phénomènes , pour 
en découvrir les Jois ; lorsqu'en évitant de leur 
attribuer de la réalité , on les rectifie sans ces^e 
par.de nouvelles observations; elles peuvent con- 
duirie aux vérit9)>les causes , ou du moins , npus 
mettre à portée de conclure des phénomènes ob- 
servés , cewf- cmp de§ circonstances donnéfes doi- 
vent faire éiçlore. 

Si l'on (essayât toutes les hypothèses que Yqjfi 
peut forn^er çur la c^ruse des phénomènes; on 
parviendrait par voie d'exdusion , à Igi véritable. 
Ce moyen aéjt^ employé avec succès : quelque- 
fois on est airiyé k plusieurs hypothèses qui ex- 
pliquaient également bien tous les faits connus, 
et entre lesquelles les savans se sont partagés , 
jusqu'à ce que des observations décisives aient 

17., 
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fkit connaître la véritable. Alors il est intéressant 
pour ITiistoire de l'esprit humain , de revenir sur 
ces hypothèses, de voir comment elles parve- 
naient à expliquer un grand nombre de faits ^ et 
de rechercher les changemens qu'elles doivent 
subir , pour rentrer dans celle de la nature. C*es* 
ainsi que le système de Ptolémée, qui n'est que 
la réalisation des apparences* célestes, se trans- 
forme dans Fhypothèse du mouvement des pla- 
nètes autour du soleil; en y rendant égaux et 
parallèles à l'orbe solaire ,' les cercles et les épi- 
cycles que Ptolémée fait décrire annuellement et 
dont il laisse la grandeur, indéterminée. Il suf- 
fit ensuite , pour changer cette hypothèse dans 
le vrai système du monde , * de transporter en 
sens contraire , à la terre , le mouvement appa- 
rent du soleil. 

Il est presque toujours impossible de soumettre 
au calcul, la probabilité des .résultats obtenus 
par ces divers moyens : c'est ce qui a lieu pareil- 
lement pour les faits historiques. Mais l'ensemble 
des phénomènes expliqués ou des témoignages, 
est quelquefois tel, que sans pouvoir en apprécier ** 
la probabilité, on ne peut raisonnablement se 
permettre aucun doute à leur égard. Dans les 
autres cas, il est prudent de ne les admettre qu'a- 
vec beaucoup de réserve. 
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Notice historique sur le Calcul des Pwhabilités. 

Depuis long-temps , on a détermine dans les 
jeux les plus simples^ les rapports des chances 
favorables ou contraires aux joueurs : les en- 
jeux et les paris étaient réglés d'après ces rap- 
ports. Mais personne avant Pascal et Fermât^ 
n'avait donné des principes et des méthodes pour 
soumettre cet objet au calcul^ et n'avait résolu 
des questions de ce genre, un peu compliquées. 
C'est donc à ces deux grands géomètres qu'il £|ut 
rapporter les premiers élémens de la science des 
probabilités, dont la découverte peut être mise 
au rang des choses remarquables qui ont illustré 
le XVIP siècle, celui de tous qui fait le plus 
d'honneur à l'esprit humain. Le principal pro- 
blème qu'us résolurent par des voies dilQFérentes , 
consiste, comme on l'a vu précédemment, à 
partager équitablement l'enjeu, entre des joueurs 
dont les adresses sont égales, et qui conviennent 
de quitter une partie, avant qu'elle finisse; la 
' condition du jeu étant que pour gagner la partie, 
il faut atteindre, le premier, un nombre donné de 
points différent pour chacun des joueurs. Il est 
clair que le partage doit se faii'e proportionnelle- 
ment aux probabilités respectives des joueui^, de 
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gagiior celle parlie , probabililés dépeudaufes des 
nombres de pointe qui leur manquent encore. 
La méthode de Pascal est fort ingénieuse, et n'est 
au fond , que l'équation aux différéiibes |ialtiellies 
de ce jih)bltme , appliquée à dëterfoiiuer Ifes pro- 
babilités successives des joueiit^, en alkïit des 
nombres les plu§ petits aux suîyahis. Cette ttié^- 
thode est limitée au cas de deux joueul^ : celle 
de Fermât, fondée sur les cobibinaisonë , s'étend 
k un nombre quelconque de joueurs. Psâtâl ctrùt 
d'abord qu'elle était comme la ^eiitië , lléstfisînte 
à deux joueurs; ce qui établit entre éuxtihe diii- 
cussion à la fin de laquelle Pascal réconhut la gé- 
néralité de la méthode de Fermât. 

Huygens réUnit les divers problèmes que l'on 
dvàlt déjà résolus, et en ajoiita de nouveaux, 
dans un peiit Traité , le premier qui aî|t paru sur 
cette matière , et qui a pour titre , De Ratioci- 
niis in liido aleœ. Plusieurs géomèttes s'en occu- 
pèrent ensuitie : Hudde , le grand pensionnaire 
Witt en Hollande, et Halley en Angleterre , 
appliquèrent le calcul aux probabilités de la vie 
humaine; et Hallcy publia pour cet objet, la 
première table de mortalité. Vers le même temps , 
Jacques BernouUî proposa aux géomètres , di- 
vers problèmes de probabilité dont il donna de- 
puis, des solutions. Enfin il composa son bel 
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ouvrage intitule , u^r^ cùnjectandi^ qui ne parut 
que sept ans aprèê^ sa zndrt arrivée en 1 706. La 
scieoce des probabilités est beaucoup plus appro- 
fondie dans cet ouvrage , que dans celui d'Huy- 
gens : lenteur y donne une théorie générale des 
combinaifloils et deA suites > est l'applique à pla- 
sieurs questions difficiles , tencemant les hasards. 
Cet ouvrage est encore remarquaUe par la jus*, 
te^ et la finesse des yu^ , par l'emploi de la 
formule du binôme dans ce genre de questions^ 
et par h démonstration de ce théorème , savoir^ 
qu'en multipliant indéfiniment les observations 
et les eipérieneeë ; le rapport des évènemens de 
diverses natures , approche de celui de leurs 
possibilités respectives , dans des limites dont 
l'intervalle se ressenre de plus en plus , k mesure 
qu'ils se multiplient , et devient moindre qu'au- 
cune quantité assignable. Ce théorème est très 
utile pour reconnaître par les observations , les 
lois et les causes des phénomènes. Bemoulli 
attachait avec raison , une grande importance à 
sa démonstration qu'il dit avoir méditée pen- 
dant vingt années. 

Dans l'intervalle de la mort de Jacques Ber- 
noulli , à la publijcation de son ouvrage; Mont- 
mort et Moîvre firent paraître deux traités sur 
le calcul des probabilités. Celui dd Montmort a 
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pour titre ^ Essai sur les Jeux de hasard j 3 
contient de nombreuses applications de ce calcul^ 
aux divers jeux. L'auteur y a joint dans la se-^ 
conde édition , quelques lettres dans lesquelles 
Nicolas Bemoulli donne des solutions ingénieu-^ 
ses, de plusieurs problèmes difficiles. Le traité 
de Moiyre^ postérieur à celui de Montmort^ 
parut d'abord dans les Transactions Philoso- 
phiques de Tannée 1711. Ensuite l'anteur le pu-^ 
blia séparément ,> et il la perfectionné saccessive^ 
ment dans les trois éditions quil en a données. 
Cet ouvrage est principalement fondé sur. la. 
formule du biaôme; et les problèmes qu'il con- 
tient^ ont, ainsi que leurs solutions ^ une grande 
généralité. Mais ce qui le distingue^ est la 
théorie des suites récurrentes et leur usage dans 
ces matières. Cette théorie e&t l'intégration des 
àjuations linéaires aux différences finies à coeffî- 
ciens constans, intégration à laquelle Moivre 
parvient d'une manière très heuiçose. 

Moivre a repris dans son ouvrage , le théo- 
rème de Jacques Bemoulli sur la probabilité des 
résultats déterminés par un grand nombre d'ob-^ 
servations. U ne se cpntente pas de faire voir, 
comme BernouUi , que le rapport d,es évènemens. 
qui doivent arriver , approche sans cesse de celui 
de leurs possibilités respectives ; il donne de plus, 
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une expression élégante et simple de la probabi- 
lité qae la différence de ces deux rapports^ est 
contenue dans des limites données. Pour cela , 
il détermine le rapport du plus grand terme du 
développement d une puissance très élevée du 
binôme^ à la somme de tous ses termes; et le 
logarithme hyperbolique de l'excès de ce terme , 
sur les termes qui en sont très voisins. Le plus grand 
terme étant alors le produit d'un nombre consi- 
dérable de facteurs ; son cïal<îul numérique de*- 
vient impraticable. Pour l'obtenir par une ap- 
proximation convergente -; Moivre fait usage d'un 
théorème de Stirling sur le terme moyen du 
binôme élevé à une haute puissance , théorème 
remarquable^ surtout en ce qu'il introduit la racine 
carrée du rapport de la circonférence au rayon , 
dans une expression qui semble devoir être étran- 
gère à cette trauscendante. Aussi Moivre fut-il 
extrêmement frappé de ce résultat que Stirling 
avait déduit de l'expression de la circonférence 
en produits infinis , expression à laquelle Wallis 
était parvenu par une singulière analyse qui con- 
tient le germe de la théorie si curieuse et si utile 
des intégrales définies.^ 

Plusieurs savans parmi lesquels on doit dis- 
tinguer Deparcieux , Kersseboom , Wargentin ^ 
Pu.pré de Saint-Maure ; Simpson ; Susçmilch j 
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Messene, Moheau^ fVice , Baily et DuriUiurd^ 
ont réuni un grand nombre de données précieu- « 
ses , suf la population , les naissanoes^ les ma- 
riages et la mûttalite. Us ont donn^ des formules 
et des tal)les relatives aux rentes viagères , aux 
tontines , aux assurances , etc. Mais dans cette 
courte notice , je ne puis (ju^indiquep ces travaux 
utiles^ pour m'attacher aux idëes originales. De 
ce nombre , est la distinction des espérances ma-* 
thématique et morale , et le plîncipe ingmieti^ 
que Daniel BemouUi a donnépour soumettre cell^ 
ci à l'analyse. Telle est encoM l'applicatioii beti^ 
reuse qu'il a faite du calcul des {^balnlites , k 
l'inoculation. On doit surtout^ placm* au nombre 
de ces idées originales > la considération directe 
des possibilités des évènemens , tirées àes év^ 
nemens observés. Jacques Bemoulli et Môivre 
supposaient ces possibilités , connues ; et ils cher- 
chaient la probabilité que le résultat des expé- 
riences à faire , approchera de plus en plus de les 
représenter. Bayes , dans les Transactions Philo- 
sophiques de l'année 1765, a cherché directe- 
ment la probabilité que les possibilités indiquées 
par des expériences déjà faites , sont comprises 
dans des limites données ; et il y est parvenu d'une 
manière fine et très ingénieuse , quoiqu'un peu 
embarrassée. Cet objet se rattache à la théorie 
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de là probabilité des Causes et dés évèhetnens' 
' futurs, conclue des évètieineus observes ; théorie 
dont j'éxf)oàaî quel({iiëé années après , les prin- 
cipes , avec la remarque de l'influence des inéga- 
lités qui peuvent exister entre les chances que 
l'on suppose égales. ^ Quoique l'on ignore quels 
sont les évènemens simples que ces inégalités 
favorisent; cependant cette ignorance même ac- 
croît souvent, la probabilité des évènemens 
composés. 

En généralisant V Analysé et les problèmes con- 
cernant les probabilités, je fîis conduit au calcul 
des dififérences finies partielles que Lagrange a 
traité depuis , par une méthode fort simple , et 
^ont il a fait d'élégatiiles applicatiohs à ce genre 
de problèmes. La théorie des fonctions généra- 
trices , que je donnai verà le même temps , Com- 
prend ces objets parmi Ceux qu'elle embrasse , 
et s'adapte d'<slle-mème et avec la plus grande 
généralité , au)c questions de probabilité les 
plus difficiles^ Elle détermine encore pair des^ 
approximations très convergentes, les valeurs 
des fonctions composées d'un grand nombre de 
ternies et de facteurs j et fen faisant voir que la 
ràcihe Carrée du rapport de la circonférence au 
taybn fentï^ le (Jus souvent dans ces valeurs,, 
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elle montre qu'une intinitë d'autres transcen- 
dantes peuvent s y introduire. 

On a encore soumis au calcul des probabilités 
les témoignages , les votes et les décisions des 
assemblées électorales et délibérantes , et les 
jugemens des tribunaux. Tant de passions ^ d'in- 
térêts divers et de circonstances compliquent les 
questions relatives à ces objets , qu'elles sont 
presque toujours insolubles. Mais la solution de 
problèmes plus simples , et qui ont avec elles 
beaucoup d'analogie , peut souvent répandre 
sur ces questions difficiles et importantes^ de 
grandes lumières que la sûreté du calcul rend 
toujours préférables aux raisonnemens les plus 
spécieux. 

L'une des plus intéressantes applications du 
calcul des probabilités , concerne les milieux 
qu'il faut choisir entre les résultats des observa- 
tions. Plusieurs géomètres s'en sont occupes j et 
Lagrange a publié dans les Mémoires de Turin , 
une belle méthode pour déterminer ces milieux, 
quand la loi des erreurs des observations est 
connue. J'ai donné pour le même objet, une 
méthode fondée sur un artifice singulier qui 
peut être employé avec avantage dans d'autres 
questions d'analyse , et qui en permettant d'é- 
tendre indéfiniment dans tout le cours d'un 
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long calcul, des fonctions qui doivent être limi- 
tées par la nature du problème , indique les mo- 
difications que chaque terme du résultat final 
doit recevoir en vertu de ces limitations. On a 
vu précédemment, que chaque observation four- 
nit une équation de condition , du premier degré , 
qui peut toujours être disposée de manière que 
tous ses termes soient dans le premier membre , 
le second étant zéro. L'usage de ces équations 
est une des causes principales de la grande pré- 
cision de nos tables astronomiques ; parce que 
l'on a pu ainsi faire concourir un nombre im- 
mense d'excellentes observations, à la fixation 

i de leurs élémens. Lorsqu'il n'y a qu'un seul 
élément à déterminer. Côtes avait prescrit de 

' préparer les équations de condition , de sorte 
que le coefficient de l'élément inconnu fût positif 
dans chacune d'elles; et d'ajouter ensuite toutes 
ces équations , pour former une équation finale 
d'où l'on tire la valeur de cet élément. La règle 
de Côtes fut suivie par tous les calculateurs. Mais 
quand il fallait déterminer plusieurs élémens ; 
on n'avait aucune règle fixe pour combiner les 
équations de condition , de manière à obtenir 
les équations finales nécessaires : seulement, on 
choisissait pour chaque élément, les observa- 
tions les plus propres à le déterminer. Ce fut 
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pour obvier à ces tâtonnemens ^ que MM. Le- 
gcndre et G^uss imaginèrent d'^Quter les carres 
des premiers membres des équations de condi- 
tion y et d'en rendre la somme un mimmum , en 
y faisant varier chaque élément inconnu : par c^ 
moyen , on obtient directement autant d'équa- 
tions finales , qu'il y a d'élémens. Mais les valeurs 
déterminées par ces équations^ n>éritent-elles 
la préférence sur toutes celles que Vqjx peut ol>- 
tenir par d autres moyens? C'est ce que le calcul 
des probabilités pouvait seul apprendre. JçVap-- 
pliquaidonc à cet objet importât, et je parvins 
par une analyse délicatç , à une règle qui ren- 
ferme la précédeiite ^ et qui réunit à l'avantage de 
donner par un procédé régulier, les élémens 
cherchés , celui de les ^ra sortir ^yeç le pl^s 
d'évidence , de l'ensemble des observations , et 
d'en déterminer les valeurs qui ne laissent k 
craindre que les plus petites erreurs possibles. 
On n'a cependant encore, qu'une connaissance 
imparfaite des résultats obtenus , tant que }a loi 
des erreurs dont ils sont susceptibles, n'est pas 
connue : il faut pouvoir assigner la probabilité 
que ces erreurs sont contenues dans des limites 
données; ce qui revient à déterminer ce que j'ai 
nommé poids d'un résultat. L'Analyse conduit à 
des formules générales et simples pour cet objet. 
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J'ai applique c^tte Analyse, aux résultats des 
observations gçodesiques. I^ problème gênerai 
coiisiste à déterminer les probabilités que les va- 
leurs d'une ou de plusieurs fonctions linéaires 
des erreurs d'un très grand nombre d'obser- 
vations y $Qnt renfermées dans à^^ limites quç][>- 
conques. 

I^ loi de possibilité des erreurs des observ^^ 
tions , introduit dans le^ expressions de ces pro- 
babilitép» nue constante dont la v^eur semble 
e^ger la connaissance de cettç loi presque tou- 
jours inconnue. Heureusement, c^ttç conustante 
peutetr^ déterminée par les observations marnes. 
D^Tûs U rçcbçr<çbç des çlémens a^troppmiques , 
<eU^ i^Bt donnée p<ir la somme ^^ carrés 4^3 dif- 
féreuces mtfe çhiqm ojîservatiou et h .calcul. 
Le§ çrreur» ^^naeut prpbftbli?^ t'tgut proppr- 

ti0well^§ à Ift xmm c^rré^ 4e fîçtte $Qwmç; on 

^\if. par h (y>x)(iparaiâpu de cep c^iirés, gppî^içr 
r^xactitude r^UtiVie d^s diverse JtabJes d'un 
m^m^ a$tr?. Da^^ les ppérfitious gépdésiques, 
rÇGs carrés so^t. remplacés par le? carrés des er^ 
r^ur^ d^ ^mmfl$ observées d^ trois ^nglçs 4^ 
chaque triangl^^ La comparaison 4e.s çsjr^s de 
ce^ firreurs, fer^ donc juger de U j^réçision re- 
Iftltiv^ des in^trumens avpc lesquels on a mesuré 
ies angles.. Ot^ vpit par cette comjparai^on ^ l'a*- 
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vantage du cercle répétiteur, sur les instrumens 
qu'il a remplacés dans la Géodésie. 

Il existe souvent dans les observations^ plu- 
sieurs sources d'erreurs : ainsi les positions des 
astres étant déterminées au moyen de la lunette 
méridienne et du cercle , tous deux susceptibles 
d erreurs dont la loi de probabilité ne doit pas 
être supposée la même; les élémens que Ton dé- 
duit de ces positions , sont aflectés de ces erreurs^ 
Les équations de condition que Von forme pour 
avoir ces élémens, contiennent les erreurs de 
chaque instrument et elles y ont des coefficiens 
difierens. Le système le plus avantageux des fac- 
teurs par lesquels on doit multiplier respective- 
ment ces équations , pour obtenir par la réunion 
des produits p autant d'équations finales qu'il y 
a d elémens à déterminer , n est plus alors celui 
des coefEcicns des élémens dans chaque équation 
de condition. L'analyse dont j ai fait usage, con- 
duit facilement, quel que soit le nombre des 
sources d'erreur, au système de facteurs qui 
dorme les résultats les plus avantageux ou dans 
lesquels une même erreur est moins probable que 
dans tout autre système. La même analyse dé- 
termine les lois de probabilité des erreurs de ces 
résultats. Ces formules renferment autant de 
constantes inconnues, qu'il y a de sources d'er- 
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rcur, et qui dépendent des lois de probabilité 
de ces erreurs. On a vu que dans le cas d une 
source unique, on peut déterminer cette con- 
stante , en formant la somme des carrés des ré- 
sidus de chaque équation de condition , lorsqu'on 
y a substitué les valeurs trouvées pour les élé- 
mens. Un procédé semblable donne générale- 
ment, les valeurs de ces constantes, quelque 
soit leur nombre ; ce qui complète l'application 
du calcul des probabilités aux résultats des obser- 
vations. 

Je dois ici faire une remarque importante. La 
petite incertitude que les observations^ quand 
elles ne sont pas très multipliées, laissent sur les 
valeurs des constantes dont je viens de parler , 
rend un peu incertaines les probabilités détermi- 
nées par l'analyse. Mais il suffit presque toujours 
de connaître si la probabilité que les erreurs des 
résultats obtenus sont renfermées dans d'étroites 
limites , approche extrêmement de l'unité ; et 
quand cela n'est pas , il suffit de savoir jusqu'à 
quel point on doit multiplier les obsei'vations , 
pour acquérir une probabilité telle, qu'il ne reste 
sur la bonté des résultats , aucun doute raison- 
nable. Les formules analytiques des probabilités 
remplissent parfaitement cet objet; et sous ce 
rapport, elles peuvent être envisagées comme 

18 
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Itr complément nécessaire des sciences fondées 
sur un ensemble d'observations susceptibles d er^ 
rcur. Elles sont même indispensables pour ré- 
soudre un grand nombre de questions dans les 
sciences naturelles et morales. Les causes régu- 
lières des phénomènes sont le plus souvent^ ou 
inconnues , ou trop comj^quées pour être sou- 
mises au calcul : souvent encore leur action est 
troublée par des causes accidentelles et irregu- 
lières ; mais elle reste toujours empreinte dans 
les évènemens produits par toutes ces causes , et 
elle y apporte des modifications qt^' une longue 
suite d'observations peut déterminer. L'Analyse 
des probabilités développe ces modifications : 
elle assigne la probabilité de leurs causes ^ et elle 
indique les moyens d'accroître de plus en plus 
cette pi*o})abilitc. Ainsi au milieu des causes irré- 
gulièrcs qui agitent latmosplière; les change- 
mens périodiques de la chaleur solaire, du jour 
à la nuit, et de Thiver à leté, produisent dans la 
pression de cette grande masse fluide , et dans la 
hauteur correspondante du baromètre , des os- 
cillations diurnes et annuelles que de nombreuses 
observations barométriques ont fait connaître 
avec une probabilité au moins égale à celle des 
faits que nous regardons comme certains. C'est 
encore ainsi que la série des évènemens hislori- 
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ques nou3 montre l'action constante des grands 
principes de la morale , au milieu des passions et 
des intérêts divers qni agitent en tous sens , les 
sociétés. Il est remarquable qu'une science qui 
a commencé par la considération des jeux , se 
soit élevée aux plus importans objets des connais- 
sances . humaines . 

J'ai rassemblé toutes ces inéthodes, dans ma 
TTiéorie analytique des Probabilités , oii je me 
suis proposé d'exposer de la manière la plus gé- 
nérale , les principes et l'Analyse du Calcul des 
Probabilités, ainsi que les solutions des problèmes 
les plus intéressans çt les plus difficiles que ce 
calcul prése;ate. 

On voit par cet Essai , que la théorie des pro- 
babilités n'est au fond, que le bon sens réduit au 
calcul : elle fait apprécier avec exactitude , ce que 
les esprits justes sentent par une sorte d'instinct, 
sans qu'ils puissent souvent s'en rendre compte. 
Elle ne laisse rien d'arbitraire dans le choix des 
opinions et des partis à prendre , toutes les fois 
que l'on peut, à son moyen , déterminer le choix 
le plus avantageux. Par là, elle devient le sup- 
plément le plus heureux, à l'ignorance et à la 
faiblesse de l'esprit humain. Si l'on considère les 
méthodes analytiques auxquelles cette théorie a 
donné naissance, la vérité des principes qui lui 
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servent de base, la logique Cne et délicate 
qu exige leur emploi dans la solution des pro- 
blèmes ^ les établissemens d'utilité publique qui 
s'appuient sur elle , et l'extension qu'elle a reçue 
et qu'elle peut recevoir encore , par son applica- 
tion aux questions les plus importantes de la 
Philosophie naturelle et des sciences morales; si 
l'on observe ensuite , que dans les choses mêmes 
qui ne peuvent être soumises au calcul, elle 
donne les aperçus les plus sûrs qui puissent nous 
guider dans nos jugemens, et qu'elle apprend à 
se garantir des illusions qui souvent nous égarent; 
on verra qu'il n'est point de science plus digue 
de nos méditations, et qu'il soit plus utile de 
faire entrer dans le système de l'instruction pu- 
blique. 
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